LOGARITMA - 1
USTEL FONKSIYON - LOGARITMA FONKSIYONU

Hat/r/atn_va/ar ) ) )
usLU ISLEMLERIN OZELLIKLERI

1) a#0 igin a®=1 dir.
Her a reel sayisi igin a'=a dir.
x#0 i¢in 0*=0 dur.

0° ifadesi tanimsizdir.

NEGATIF KUVVET (US)

2) (a)‘”:(;)n veya (2):(2) dir.

Ornegin; (5)'2=(%)2

CARPMA BOLME iSLEMI

3) a”.am=a"*nm 4) a".b"=(a.b)"

TOPLAMA GIKARMA iSLEMi

7) k.a"+m.a"-n.a"=a"(k+m-n)

KUVVETIN KUVVETI

8) (a”)m:a”'m dir.
(a""+a"#a"" (genellikle)
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USLU IFADE ESITLIGI

n=m dir.

9) a"=a™ ise

Ornek...1:
1

31'32'33""'°34O=W esitligini saglayan x

degeri kagtir?

Ornek...2:
1

1
(216) 3+(é) 4 islrminin sonucu kagtir?

Ornek...3:
7?=35"" olduguna gére 25"° degeri kaga
esittir?

Ornek...4 :

1 n+—17r;:7a71 olduguna gére ,a kaga
T-m 1-m
esittir?

Ornek...5:
A=3*+3'+3'+..+3" | B=3".3%3"..3"ve

x tane X tane

B.x 56 o = Seriss s <
TZZ? olduguna godre esitligini saglayan
degeri kaca esittir?
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LOGARITMA - 1
USTEL FONKSIYON - LOGARITMA FONKSIYONU

USTEL FONKSIYON VE LOGARITMA
FONKSIYONU

a’=c esitligini disiinelim.

MUmkin olan durumlarda;

Durum 1: a ve b biliniyorsa c is alma
islemiyle bulunabilir.  Ornegdin 2°=c ise
c=32 dir.

Durum 2: b ve c biliniyorsa a kdék alma
islemiyle bulunabilir. Ornegin a’=7ise
a=y7 dir.

Bu islemleri daha 6nceden gormustik.

Durum 3: a ve c biliniyorsa b logaritma
alma islemiyle bulunabilir. 2°=7
esitliginin ¢6zimi logaritmayla b=log,7
olarak elde edilir. (Bazi 6zel durumlarda
logaritma islemi yapmaya gerek
kalmadan da ¢6zim bulunabilir. Ornegin

2*=8gibi. )

SONUG

Logaritma daha 6nceden ¢ézemedigimiz

a“=b gibi denklemleri ¢c6zmenin aracidir.
Logaritma alma islemi kabaca us alma
isleminin tersi olarak dusunulebilir.
Logaritma alma islemine baslamadan
Once:.lstel fonksiyonlari inceleyelim.

USTEL FONKSIYON

www.matbaz.com

X

acR" (1] olmak lzere, f:R>R , f(x)=a
fonksiyonuna ustel fonksiyon denir.

f:R>R", f(x)=2" Ustel fonksiyonu igin f(5)
kagtir?

f:R>R", f(x)=a* Ustel fonksiyonu igin

f:R>R , f(x)=2* fonksiyonuna ait tabloyu
doldurup olusan ikililere gére grafigini

PRI,
glainiz: x 2 -1 0 1 2 3 4
2
GENELLEME
_.X

f:R>R , f(x)=a" y f(x)=a
fonksiyonu a>1 a>1 ise

icin artandir.

Sekli 1

inceleyiniz. ol »-

f:R>R , f(x)=(1§) fonksiyonuna ait tabloyu

doldurup olusan X | -2 -1 0 1 2

3

4

ikililere gore

grafigini giziniz? y ‘

GENELLEME

f:R>R", f(x)=a" f x
fonksiyonu

M i O<a<1 igin a<1ise
f(5)=243 tir. Buna gore, a kagtir? azalandir.
Sekli inceleyiniz. X
of o
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LOGARITMA - 1
USTEL FONKSIYON - LOGARITMA FONKSIYONU

OZET OLARAK

aeR" -1}
fonksiyonu;
1) a> 1 igin artandrr.

2) 0<a<1 igin azalandir.

3) Bire bir fonksiyondur.

4) Deger kiimesi R" alinirsa értendir. Bundan
dolayr f:R=>R", f(x)=a* igin f'(x) ters
fonksiyonu tanimhdir ve bu ters fonksiyona
logaritma fonksiyonu denir.

f:R>R , f(x)=a" Ustel

LOGARITMA FONKSIYONU

f:R->R", f(x)=a* fonksiyonunun ters
fonksiyona sahip oldugunu biliyoruz. S6z
konusu ters fonksiyona logaritma

fonksiyonu denir ve f:R" 2R, f(x)=log,x
Sekli inceleyiniz.
f(x)=a*

R

ile gosterilir.

A B

Wy

f'(x)=log x

yukaridaki eslemeyi sembolik olarak
y=a“®x=log,y olarak yazabiliriz.

Ornegin uygun sartlarda tamimh  f(x)=2* ve
g(x)=log,x fonksiyonlari birbirlerinin tersleridir.
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f(x)=a” ile g(x)=log,x fonksiyonlari birbirlerinin
ters fonksiyonlaridir. Bu fonksiyonlarin grafikleri y=x
dogrusuna gore simetriktir. Sekli inceleyiniz.

A

a>1ise

o1

UYARI 1

1) log,x ifadesi " a tabaninda x in

logaritmasi" diye okunur.

2) logx vyaziligi a'nin.hangi kuvveti x

olur seklinde yorumlanabilir.

Ornegin log,8 ifadesinin egitini bulmak
icin ya 2 sayisinin hangi kuvveti 8 yapar
diye dislinGriz ya da log,8=x olsun
diyerek logaritma ve Ustel ifadeyi
birbirine baglayan log,y=x®&a*=y
esitliginden yola ¢ikar 2*=8 denklemini
muimkinse ¢bzer ve x'i buluruz. (Daha
sonra logaritma ozelliklerini
6grendigimizde farkli bir disinusle de
sonuca gidebiliriz.)

log,x=4 olduguna gére, x kagtir?

logs3025 kagtir?

log,9=2 olduguna goére, k kagtir?

log,(x+5)=7 olduguna gére, x kagtir?

log,(16)=x olduguna gére, x kagtir?

log ,(8)=x olduguna gore, x kagtir?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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LOGARITMA -1
USTEL FONKSIYON - LOGARITMA FONKSIYONU

Ornek...16 :
log,(125)=x olduguna goére, x kagtir?
%

Ornek...17¢

log,81=2x—-3 olduguna goére, x kagtir?

Ornek...18 :

Iogs1:%—3 olduguna gore, x kagtir?

Ornek...19 :
|Ogs%:—1 olduguna gore, x kagtir?
Ornek,:»20 :

log,[3+2log,(x+1)]=1 olduguna gére, x kagtir?

Ornek...21:

432128 olduguna gére, x kagtir?

Ornek...22.;

5*=8 olduguna goére, x kagtir?

N
7
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—
N—

Ornek...23 :

72=15 olduguna goére, x kactir?

Ornek:1.24 :

6>*—2=17 olduguna gére, x kagtir?

Ornek...25 :
Uygun sartlarda f(x)=5*"-2
fonksiyonunun ters fonksiyonunu bulunuz?

Ornek...26 :
Uygun sartlarda f(x)=3"°+4
fonksiyonunun ters fonksiyonunu bulunuz?

Ornek...27 :
Uygun sartlarda f(x)=7>"%+5 fonksiyonu

veriliyor. f'(12)=?
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LOGARITMA - 1
USTEL FONKSIYON - LOGARITMA FONKSIYONU

f:(3,0)»R , f(x)=log,(x—3) log(0,001)=2x+7 ise x kagtir?
fonksiyonunun ters fonksiyonunu bulunuz?

Tabloyu inceleyiniz.

v
X X

1 2 -2 4

10 2,5937.. -10 2,8679.
10° 2,7048.. -10? 2,7319..
10° 2,7182.. -10° 2,7182..

Tabani e (Euler sayisi) dederi 2,7182.. olan
irrasyonel say1 olan logaritma fonksiyonuna
f:(=5,0)>R , f(x)=log,(x+5)-2 dogal logaritma fonksiyonu denir ve
fonksiyonunun ters fonksiyonunu bulunuz? f:R>R", f(x)=log.x=Inx ile gosterilir.

In(logx)=0 ise x kagtir?

f:(—oo%)-)lR , f(x)=In(4-3x)-2

fonksiyonunun ters fonksiyonunu bulunuz?
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f:(—3,0)2R , f(x)=log,(2x+6)—2
fonksiyonu igin f'(4)=?

LOGARITMA FONKSIYONUNUN EN GENi$

TANIM KUMESI

Bir fonksiyon igin en genis tanim kimesi,
UYARI 2 fonksiyonunun bagimsiz degiskeninin
Tabani 10 olan logaritma fonksiyonuna (g_;_enel(.je x) secilebilecegi en blyik
onluk (bayagi) logaritma fonksiyonu kimedir.
denir. f(x)=log,,,g(x) fonksiyonun en genis tanim
f:R->R", f(x)=logyx fonksiyonu f(x)=logx kimesi
ile de gésterilebilir. (Yani taban i) g(x)>0 i) h(x)>0 iii) h(x)#1
belirtiimemisse 10 alinir) ifadelerini saglayan x degerlerinin

kimesidir.

Ozetlersek, taban ve logaritmasi alinan
sayl pozitif olmali, taban pozitifken 1
olmamalidir.

log100=x ise x kagtir?

517
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LOGARITMA - 1
USTEL FONKSIYON - LOGARITMA FONKSIYONU

f(x)=log,(x—2) fonksiyonunun en genis tanim
kimesini bulunuz?

f(x)=logs_[(x+5) fonksiyonunun en genis
tanim kimesini bulunuz?

f(x):logx4 (x*~8x+15) fonksiyonunun en

genis tanim kimesini bulunuz?

f(x):ln( )2(_624) fonksiyonunun en genis tanim
X2

kimesinde kag tane negatif tam sayi vardir?

f(x)=log 5(x*~2x+m) ‘fonksiyonunun en genis
tanim kimesi reel sayilar kimesi ise m nin
en kiclk tam sayi degeri kactir?
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f(x)=log 7(x*+5x+m) fonksiyonunun en genis

tanim kimesi IR—{k} kimesi ise m—-k kagtir?

f(x)=log, (mx+n) fonksiyonunun grafigi
gizilirken

i) tanim kimesi bulunur

ii) mx+n=0 i¢in grafigin x eksenini kestigi
nokta (xo0,0) bulunur

iii) mx+n=a icin grafigin gectigi A(x1,1)
noktasi bulunur

iv) mx+n ifadesinin durumuna gore gore

grafik /- ya da \ sekillerinden biri

olarak gizilir.
Yukarida verilenlere gore f(x)=log,(x—2)
fonksiyonunun grafigini c¢iziniz.

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi

6/7



LOGARITMA - 1
USTEL FONKSIYON - LOGARITMA FONKSIYONU

DEGERLENDIRME

1) f:R->R", f(x)=(a+2)* Ustel fonksiyonu igin
f(3)=1331 dir. Buna gore, a kactir?

2) log;(125)=x ve log,(x—2)=a ise X, a nin kag
katidir?

3) log[8+log,[3+2log,(x—1)]]=1
olduguna gore, x kagtir?

4) 77°-2=13 olduguna gore, x kagtir?
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5) f:R->R", f(x)=5*7-7 fonksiyonunun ters
fonksiyonunu bulunuz?

6) fZ(—%,oo)—)IR , f(x)=log,(5x+2)+7
fonksiyonunun ters fonksiyonunu bulunuz?

7) f(x)=log...,(x*+6x+5) fonksiyonunun en
genis tanim kimesini bulunuz?

8) f:R>R", f(x)=4e*?+3 fonksiyonunun ters

fonksiyonunu bulunuz?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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LOGARITMA-2
OZELLIKLER

LOGARITMA ISLEMININ
OZELLIKLERI

OZELLIK 1

aeR" —{1} , log,1=0

iISPAT

Ornek...1:

log,1="

Ornek...2 :
log,, ;(4a+5)=0 ise a+x tam sayi olarak en
az kacgtir?

OZELLIK 2

aeR" —{1] , log,a=1

iSPAT

Ornek...3 :
log,,20+10g,,21+...+l0g;,57 ="
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_ OZELLIK 3

acR" —{1} x,yeR" olmak lzere,
log, (x.y)=log, x+log,y

Ornek...4 :
log2+log5="

Ornek...5 :
l0g;52+10g,53+10g,,6 ="

Ornek...6 :
log2=a,log3=b ise log6 sayisinin a ve b
tirdnden esiti nedir?

Ornek...7:

log2=m ve log13=n
ve n tirinden esiti nedir?

Ornek...8 :
log2=a,log60=b ise log3 sayisinin a ve b
tirinden esiti nedir?

Ornek...9"
log2=k
nedir?

ise log1040 sayisinin m

ise logb sayisinin k tirinden esiti

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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LOGARITMA-2
OZELLIKLER

log,31!=k ifadesinin k -turtinden

esiti nedir?

log, 32!

log,sinx+log,cosx=—1 esitligini saglayan
pozitif en kiglik x acisi kag derecedir?

UYARI

6zellik 3 Gn sonucu olarak log,x"=n.log,x

log2400=a ve log3=b ise log2 sayisinin a
ve b tirinden esiti nedir?

log,V16+log, 5’/§+I0952i5:?

3 999

lo 1—+Io 2+Io =+lo =?
95 +10g3*108 41997500

www.matbaz.com

56+156+v56+...

109 15 s iz iz

a'=b" jse N_X oiqugunu gésteriniz?
a"=b’ m.y
2x+1_ 3+y . 5 k t o
= ise y-5x kagtir”
25" =4" ’
_OZELLIK 4

aeR" {1} x,yeR" Ioga(i)zlogax—logay

Iog(ﬁ) ifadesinin a, b ve ¢ nin logaritmalari
c

tirinden esiti nedir?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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LOGARITMA-2

OZELLIKLER
Ornek...19 : Ornek...24 :
logﬁ lfadesini m .n ve k nip log;4.log,5.l0gs6...... l0gg,81="

logaritmalari tirinden esiti nedir?

. Ornek...25 :
Orneék...20 : log ;5. log,; {49. log, 256 =2
3logm+2logn—4logk ifadesini tek bir sayinin b
logaritmasi tirinden yaziniz.
Ornek...21: .
logm—logn=2 ise m sayisinin n tiiriinden esiti |g| . YUYARI1:
nedir? o o . =
. Taban degistirme 6zelliginin sonucu
© olarak Iogab:L yazabiliriz.
o log,a
o
E [Ty
3 Ornek...26\
. ) 2 1 1 1 _,
Ornek:.:22 . ' 3 Iogz70+logs70+log770 '
3"'=7 ve 3'=63 ise y—-x nedir?

OZELLIK 5 ( TABAN DEGISTIRME OZELLIGI)

lo ab:||°g°b::ogdb::ogb::”—b:... Ornek...27 :
°9.a log,a foga Ina log,x=4, log,x=5 ise log, ,x=7?
Ornek...23 :

log,3 sayisini 3 farkli tabanda yaziniz.
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LOGARITMA-2
OZELLIKLER

UYARI 2

Taban degistirme 6zelliginin sonucu
olarak Ioganb=%logab yazabiliriz.

Bu ifade daha 6nceki 6zelliklerle
birlestirerek daha genel Ioganb"‘:%.logab

ifadesi yazilabilir.

5

log,r=2 ise |ng2l'3+|09psr4+|091(12):?
p

logs, 128+l0g, ,50,125="

U=y’ ise log,y="

log7=x ve log11=y ise log;;49 x vey
tirinden nedir?
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log3=x ve log72=y ise log,,6 x vey
tirinden nedir?

log;5=x

ve logs7=y ise log,3 xvey

tirinden nedir?

log,5=x

ise log;,675 x tlrinden nedir?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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LOGARITMA-2

OZELLIKLER
Ornek...35 : Ornek...38 :
log,30=m ve log,25=n ise logs450 m ve n e 432485 =2

tirinden nedir?

3Iog;4+ 6Iog67 — :7

€ Ornek...39 :
OZELLIK 6 8 025, g1 +00t_ o
N
I) alogab:b “) aIOQ"c:CIOQ"a N
K]
®
Ornek...36 : £
3
H
2

Ornek...37 :

7Iog,5+25I0952+ \/?'09715:?

5/6
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LOGARITMA-2
OZELLIKLER

DEGERLENDIRME

1) Intanx+Incotx="?

2) Iogzsecx+logzcosecx:% esitligini saglayan en

kicuk pozitif x acisi kag derecedir?

3) log13=a, log2=b ise log1352 sayisinina
ve b tlriinden esiti nedir?

4) 1092 . log,3=p ise log3s2+log%3
ifadesinin p tlrinden esiti nedir?

5) %Iogm+%logn—logk ifadesini tek bir sayinin

logaritmasi turiinden yaziniz
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6) log3=a ve log18=y ise log,,12 avey
tiriinden nedir?

7) +log®3+log90=logx ise x kagtir?

9) log3=x , log4=n ise log,,30 sayisinixven
cinsinden ifade ediniz?

10) e2">%=4 x kag olabilir?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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LOGARITMA - 3
( USTLU- LOGARITMALI DENKLEMLER )

USLU DENKLEMLER

1) F)=[fX)]" © n=m

644*73=512%"2 jse x kactir?

6.2*7%+3.2%72-2*=2048 ise x kagtir?

(5x+1)*=(2x+8)*® ise x kag olabilir?

(2x—1)=(x-5)? ise x kag olabilir?

(x—2)°=x* ise x kag olabilir?

www.matbaz.com

[F(x)**)'=1 igin 3 durum mimkindir.
i) f(x)=1 ve g(x) her reel degeri alabilir
ii) f(x)=—-1 ise g(x) cift tam sayi

iii) g(x)=0 ise f(x)#0 yeterlidir.

(x—2)""® =1 ise x kag olabilir?

(x—3)"°=1 ise x kac olabilir?

LOGARITMALI DENKLEMLER

acR* —{1},beR  f(x)>0, g(x)>0 iki
fonksiyon olmak Ulzere,

log,f(x)=b&f(x)=a"

log, f(x)=log,g (x) & f(x)=g(x)

UYARI

Herhangi bir logaritmali denklemi
genellemedeki bagintilari kullanarak
¢6zmeden 6nce mutlaka tanim kimelerini
belirtmek gerekir. Toplam veya fark
ifadelerinden ¢carpim veya bdélime
dénusen ifadeler ilk halleriyle taniml
olmak zorundadir.

11. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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LOGARITMA - 3
( USTLU- LOGARITMALI DENKLEMLER )

log, (3x+1)=4
denkleminin ¢6zim kimesini bulunuz?

log,-,)(4)=2
denkleminin ¢6zim kimesini bulunuz?

log,. (x*—x+1)=1
denkleminin ¢6zim kimesini bulunuz?

l0gys(X—4 )+10g,s(x+3)=1
denkleminin ¢6zim kimesini bulunuz?

log,(2x —3 )+log, (3x+2)=1
3
denkleminin ¢6zim kimesini bulunuz?
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log (x®) +log (3x)=log30
denkleminin ¢ézim kimesini bulunuz?

log3(5x+1)—log,(5x+1)=20
denkleminin ¢6zim kimesini bulunuz?

log(x+y)=logx+logy
ise y nin x tirinden esiti nedir?

log, (2x+8)=2
denkleminin ¢6zim kimesini bulunuz?

11. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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LOGARITMA - 3
( USTLU- LOGARITMALI DENKLEMLER )

_137 5%+20=9.5"
log, (a)+log,(a)+logs (a )+ ..+logg,(a)= 15 denkleminin ¢éziim kiimesini bulunuz?

ise a kagtir?

2Inx2+2Inx_2:O
denkleminin ¢ézim kidmesini bulunuz
4
|092(a)-|094(a)-|098(a)---|0932(a)=T5

ise a kagtir?

__UYARI

(f(x))?=g(x)® tiriinden ifadelerde her iki
tarafin logaritmasi alinarak ¢ézime
gidilebilir.
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log(x—3)—logx=log(2x—1)—log2x
denkleminin ¢6zim kimesini bulunuz?

I . .
x®*=9x ise x kag olabilir?

log 5x

X =X ise x kac olabilir?

5°024+2°0%=272 denkleminin ¢ézim kiimesini
bulunuz

3/4
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LOGARITMA - 3
( USTLU- LOGARITMALI DENKLEMLER )

DEGERLENDIRME

4-2x

1) 49"7%=343"7 ise x kactir?

2)  (x+1)%%=(2x+3)""" ise x kag olabilir?

3) log s, (25)=2
denkleminin ¢6zUm kiimesini bulunuz?

4) log, (x+1)—log, (3x—2)=1
denkleminin ¢6zim kiimesini bulunuz?

5) log” (x+2)—4log (x+2)=60

denkleminin kdkleri carpimi yapildiginda elde
edilen sayinin tam kismi kag basamaklidir?

www.matbaz.com

log X2

6) 16 =X
denkleminin ¢6zim kiimesini bulunuz?

7) e"—4=12.¢"
denkleminin ¢6zim kiimesini bulunuz?

8) In*x+Inx*=48
denkleminin ¢ézim kiimesini bulunuz?

9) (x+3)9:**=16
denkleminin ¢6zim kiimesini bulunuz?

11. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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LOGARITMA-4
ESITSIZLIKLER

USTLU VE LOGARITMALI
ESITSIZLIKLER

USTLU ESITSIZLIKLER :

LOGARITMALI ESITSIZLIKLER:

a€R” —{1},b,c€R . olmak lzere,

1) a>1, b<c © a’<a’

2) O<a<1, b<c © a°>a° bigimindedir.

UYARI

acR’ —{1},b,ceR f(x)>0, g(x)>0 iki
fonksiyon olmak lzere,

1) a>1, log, f(x)<log,g(x)® f(x)<g(x)

2) 0<a<1, log, f(x)<log,g(x)< f(x)>g(x)
bicimindedir.

UYARI

degistirdigine dikkat ediniz.

N
_

Taban 0 ile 1 arasindaysa esitsizligin y6n

43x—2>16x+1
esitsizliginin ¢ézim kimesi nedir?

x%—x 3x+32
751
EN

esitsizliginin ¢6zim kimesi nedir?

1 4-3x 1 x+1
5] [eie

esitsizliginin ¢é6zim kimesi nedir?

1) Taban 0 ile 1 arasindaysa esitsizligin
yon degistirdigine dikkat ediniz.

2) log,f(x)<g(x) tirinden esitsizlikler

*) seklinde dustntlirse

(x)

log,f(x)<log, a®

¢dziime gidilirken f(x) ve a°
karsilastirmasi kullanilabilir.
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—
N—

logs(3x—2)<2
esitsizliginin ¢dézim kiimesi nedir?

log,(5x+4)< -3
7

esitsizliginin ¢ézim kiimesi nedir?

x+4
Iogzﬁd

esitsizliginin ¢dézim kimesi nedir?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi



LOGARITMA-4
ESITSIZLIKLER

log(x—2)<log (x*~2x) log(x+1)+log(x+2)<logx’
esitsizliginin ¢é6zim kimesi nedir? esitsizliginin ¢6zim kimesi nedir?

N
_

log, (x—1)<log (x*~x)

3 3

esitsizliginin ¢ézim kimesi nedir?
5Iog,x+xlog,5> 2

25
esitsizliginin ¢ézim kumesi nedir?
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—
N—

2
logs(x)<logas(x”x)
esitsizliginin ¢ézim kimesi nedir?
10log x<logx®
esitsizliginin ¢dézim kimesi nedir?
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LOGARITMA-4
ESITSIZLIKLER

UYARI 1

x<log,100<y
esitsizliginde x ve y ardisik iki-sayl ise x+y
kactir?

Birden blyuk bir sayinin 10 luk
logaritmasinin tam kismi, sayinin ondalik
yazilimindaki tam kisminin basamak
saylsindan 1 eksiktir.

Ornegin x=log(3.585.684,2356) ise
7 basamak

X=6,.... bigciminde bir sayidir. Burada

virgilden 6ncesi hesaplanabilir ama

virgtlden sonrasi i¢cin hazir logaritma

tablolari vardir.

N
_

Genel olarak bir sayinin ka¢g basamakli
oldugunu bulmak istiyorsak sayinin

g
o logaritmasinin tam kismini bulur ve bu
x<log,675<y © degere 1 ekleriz.
5 N
esitsizliginde x ve y ardisik iki sayl ise x.y ©
o
kagtir? -
©
€| 25896,356 sayisinin onluk logaritmasinin tam
= | kismi nedir?
3
3
. 200
a=log,60, b=logs35, c=log,28 ve d=In40 log2=0,301 ise 27" sayisi kag
7 basamaklidir?

sayilarini siralayiniz?
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LOGARITMA-4
ESITSIZLIKLER

log7=0,845 ise 49 sayisi kag 0,00001002 sayisinin onluk logaritmasi a ve
basamaklidir? b ardisik tam sayilar olmak lzere (a,b)
araliginda ise a.b kagtir?

N
_

UYARI 2

0 ile 1 arasinda olan bir sayinin
logaritmasini hesaplamak istiyorsak, bu
sayinin virglilden sonraki 0 dan farkli ilk
rakama kadar olan 0 adetinin sayisi n
tane ise logaritmasi alinan sayinin tam
kisimi —-n olur.

Ornegin, 0,005 sayisinin logaritmasini
alirsak, log(0,005)=-2,..... yazabiliriz.

www.matbaz.com

Ya da 0,005 sayisi; 10 °< 0,005 <1072
araliginda oldugundan
log10 < 10g(0,005) <log10~~ den
-3< 10g(0,005) <-2 bulunur.

—
N—

0,0007 sayisinin onluk logaritmasi a ve b
ardisik tam sayilar olmak uzere (a,b)
araliginda ise a.b kagtir?
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LOGARITMA-4
ESITSIZLIKLER

DEGERLENDIRME

2-x X+3
1) (1) >(1 ) esitsizliginin gdziim kiimesi

27 243

nedir?

2) log,(x—2)<log,(x*—2x) esitsizliginin ¢dzim

kiimesi nedir?

X+1
nedir?

3) Iog2(3x_2)<1 esitsizliginin ¢6zim kimesi

N
_

www.matbaz.com

—
N—

4) Iogz(%)w esitsizliginin ¢6zim kimesi

nedir?

5) 2<log,(x—2)<5 esitsizligini saglayan tam
sayilarin toplami kagtir?

6) logi(x)<log s (x*~2x—8) esitsizliginin ¢dziim
7 49

kiimesi nedir?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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LOGARITMA-4
ESITSIZLIKLER

7) f(x)=log,(4—Inx) fonksiyonunun en genig 10) log7=0,845 ve log2=0,301 ise 28" sayisi
tanim kiimesi nedir? ka¢ basamaklidir?

8) x<log,112<y egitsizliginde x ve y ardigik iki
7

N
_

sayl ise x—x.y kagtir?

11) 0,00307 sayisinin onluk logaritmasi a ve b
ardisik tam sayilar olmak tzere (a,b)
araliginda ise a.b kagtir?

www.matbaz.com

—
N—

9) 4545,56 sayisinin onluk logaritmasinin tam
kismi nedir?

12) log3=0,477 Ise 300 sayisl kag
basamaklidir?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi 6/6



LOGARITMA - 5
GERGEK HAYAT PROBLEMLERI

USTEL VE LOGARITMIK VE MODELLEME

Yillik faiz orani n, yillik faizin uygulanacagi

Bilesik faiz, bir faiz doneminde kazanilan N
yil sayisi t olmak Uzere , A Pt yil sonra

faizin ana paraya ilave edilerek her devre

degisen ana para izerinden hesaplanir. bankaya yaitmllrsa faiziyle birlikte
Ornegin bir kisi 100 TI yillik %10 _n "
Uzerinden faize yatirdiginda A 1+100 T olarak gl ediliyor.

10 | _
1. yil sonu 100, 1+W =110 Buna gore yillik %20 faiz oraniyla bankaya
2. yil sonu_ 110, 1+% =121 yatirilan 360 B 2 yilda ne kadar faiz getirir?
TL paraya sahip olur.

n t

Bu ifadeyi A+f:A.(1+1—OO) bigiminde

modelleyebiliriz.

Jakob Bernoulli,e sabitini birlesik faiz
problemini incelerken kesfetmistir

Elinde 1 ¥ si olan bir yatirimci parasini
yilda %100 faiz veren bir bankaya (\

yatirirsa 1 sene sonra 2 ¥; Okyanus Cografyasi alaninda yapilan
o ) ) g| arastirmalar, bir plajdaki edim m, kum

6 ayda bir %50 faiz veren bir bankaya o| taneciklerinin ortalama ¢ap! d (mm

yatirirsa 1 sene sonra 2,25 ¥ ©[ cinsinden ) olmak Gzere plaj edimi ve kum
n| tanecikleri arasinda m=0,118.log(d)+0,159

3 ayda bir %25 faiz veren bir bankaya ®©| iligkisi oldugunu sdéylemektedir. Buna gore

yatirirsa 1 sene sonra 2,44 f,; f, kum vtane.cikle.rininvgaplnln ortalama 0,1 mm
o oldugu bir plajin egimi kagtir?

ayda bir % 8,33 faiz veren bir bankaya E

yatirirsa 1 sene sonra 2,61 ¥ ; 3
3

Her gun isleyen faiz veren bir bankaya 3

ginlik (100/360 ik faizle) yatirirsa 1

sene sonra 2,714516 % siolur. \)

Bu ifade S:(1+%) ile modellenirse

(ana para 1 7] ) faizin isleme siresi
uzadikca, yil sonundaki para 2 ve 3
arasinda belli bir dedere (2,714516
seklinde devam eden irrasyonel bir
saylya) yaklasmaktadir.

Bir bakteri turinde nufus her saat 2 katina
cikmaktadir. Buna gore kag¢ saat sonra nufus
baslangicin 100 katina ¢ikar

Tablodan da goruldiglu tGzere yakinsanan
deger e (Euler sabiti) sayisidir.

X X

TR 3 T I I
10 2,5937.. -10 . 2,8679.
102 2,7048.. | -10° |2,7319.

10° | 2,7182. | -10° |2,7182..
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LOGARITMA - 5
GERGEK HAYAT PROBLEMLERI

a mikron tiriinden deprem dalgasinin
genisligi, T saniye tirinden deprem
dalgasinin gerceklesme suresi, B depremin
kaydedildigi rasathaneye bagl bir sabit
deger olmak Uzere bir depremin siddeti

R:Iog(%)+B richter olarak

hesaplanmaktadir.
B=5 icin a=280 mikron ve T=3,6 saniye ile
kaydedilen depremin siddeti kagtir?

Ses siddeti (l) bir ses kaynaginin sesin
yayilma dogrultusuna dik 1. m? ylizeyde bir
saniyede yaydigi enerjidir.

Ses glicli ,L=10.log(l.10'%) olarak tanimlanir.

(birimi desibeldir.-dB-)

Bir didigin ses siddeti 10 watt/m? ise
didugun ses glcl nedir?
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C: kandaki tum kolestrol miktari

H: kandaki lipoprotein miktari olmak Uzere bir

erkegin kalp krizine yakalanma olasiligi P ,
C

P:1,36.In(H)—1,19

bagintisi ile hesaplanmaktadir.
C=240 ve H=80 olan bir erkek i¢in kalp krizi
gecirmeme olasiligr kagtir? (Kadinlarda bu

olasilik modeli PzZ,O?.In(%)—Z,M

bicimindedir)

Herhangi bir anda tim yasayan canlilarda ve
havada C-14'in C-12'e orana yaklasik olarak
sabittir ve 1/1012 (trilyonda bir) degerindedir.
Bir canh 6ldiukten sonra vicudundaki C-12
miktari sabit kalirken, C-14 beta 1sinimi
nedeniyle (yarilanma émri 5736 yildir)
giderek azalir. Bu 1sima miktari kullanilarak
canli kalitinin yasi 6grenilmektedir
Karbon-14 yas tayini i¢cin asagidaki formul
kullaniimaktadir :
In %
o
T_70,693' 3
T tahmin edilen yas, In dogal logaritma ,N¢/ No
canli kalitindaki karbon-14 miktarinin canh
dokulardaki C-14 karbon miktarina orani , tq.
ise Karbon-14'tGn yari émrudar (5736 yil).

t

Canli bir 6rnegdin %10'u kadar bir Karbon-14
iceren bir canli kalitinin yasi yaklasik kagtir?

Konu ile ilgili arastiriniz

Gelenbevi ismail Efendi , John Napier
Facebook internet sitesini kullanan kisi
sayisini. modellemek icin inceleyebilecediniz

geogebra calisma sayfasi baglantisi.

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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DiZILER-1

Dizi KAVRAMI

DiZILER

Tanim kiimesi pozitif Tam Sayilar kimesi,
deger kimesi Reel Sayilar kiimesi olan
her fonksiyona dizi denir.

Dizi genel olarak f:Z* »R olmak lzere,
tanim kimesi; {1, 2,3, ..., n, ...} ve
goruntd kimesi;

flz* )={f(1), £(2), f(3) f(n), . . .} dir.

Dizilerde degisken i¢cin x yerine n segilir
ve genellikle, f(n) yerine (an) ,(bn) ,(Xn)
biciminde temsil edilirler.

Ornegin f:z2* >R, f(x)=x? dizisini (a,)=(n?)
biciminde veya (a,)=(1,4,9,...,n%,...Jolarak
yazilabilir.

Bu dizide bazi terimler

a,=1, a,=9, a,,=100

(an) = (a1, @z, @z, . .., a@n, . ..)
seklinde yazildiginda.

a; dizinin birinci terimi

a, dizinin ikinci terimi

as dizinin Ug¢unci terimi

an dizinin n inci terimi veya genel

terimidir.

(kisaca f(n)=a, duasuanalir)

1. 1 ..
Genel terimi; a,.=—— olan dizi

" n+1l
(111 1 i ili
(an)_ 23 e seklinde yazilabilir.

_ 1 . . . R
(a”)_(n—781) Ifadesi bir dizi belirtmez ¢unk

bu ifadeyi tanim kiimesi pozitif tamsayilar
kimesi degildir.
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Asagidaki ifadelerden hangileri bir dizinin
genel terimi olabilir?
an:%
n“—200
bn:tan(n°)
C,= -
" nd-n

d,=log,[100—n]

o= JG(Z)o—n
n“+1
f.=Vn-20

Genel terimi w,=n’+1 olan dizinin Gglncu
terimi kactir?

Genel terimi r,=n®-n+2 olan dizi igin ilk Ug¢
terim toplami nedir?

Genel terimi u,=n! olan dizide 10.terim 8.
terimin ka¢ katidir?

12.Sinif Matematik Konu Anlatimi

1/6



DiZILER-1

Dizi KAVRAMI

—_|/n+2 n<10

Genel terimi a
" |n-2 n=10

olan dizi igin

a,+ag—a,, kactir?

_|2n=3 n tekse
n+1 n ciftse
icin agtag—a,, kagtir?

Genel terimi a olan dizi

n

Genel terimi a,=2+4+6+...+2n olan dizi igin
a) a;="?

b)a,,—a,="?

Genel terimi a,=1.2.3...n olan dizi i¢in a,
teriminin sondan ka¢ basamag: 0 dir?

www.matbaz.com

Genel terimi xn:% dizisinin kaginci terimi

7
— olur?
4

_Rn2
(an):(lgn n ) dizisinin kag¢ terimi pozitiftir?

n?+13n

(c )_(n2+5n+10
|=(#5n+10

n+l
tamsayidir?

) dizisinin kag¢ terimi

12.Sinif Matematik Konu Anlatimi
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DiZILER-1

Dizi KAVRAMI

_(n?=3n+1}) . . . . Oyt 1
(p”)_(—ml )dllemm kac terimi (Z)den

kiiguktir?

b,)=(n>~4n+13) dizisinin en kiguk terimi
nedir?

(b,]=(9-n?~7n] dizisinin en biyik terimi nedir?

(bn)=(13—n2) dizisinin en ¢ok kag terimi
(-20,20) arasindadir?

~]2n n tek
" 12n-1 n gift
ilk 4 terim ¢arpimi kactir?

Genel terimi a olan dizi igin

www.matbaz.com

Genel terimi d,=2"(n+1)! olan dizide ardsik iki
terimden biri digerinin 12 katidir. Bu
terimlerden kiguk olani kacgtir?

iNDIRGEMELI Dizi

Bir terimi kendinden énceki bir veya
birka¢ terim cinsinden tanimlannan
dizilere indirgemeli dizi denir. Bu
elemanlar arasindaki bagintiya da
indirgeme bagintisi denir.

Uygun sartlarda tanimli (a,) dizisinin
elemanlari arasinda a,,,;—a,,;=n bagintisi
var ve a,=9 ise a, kactir?

Uygun sartlarda tanimli (a,) dizisinin

4.a,+5 o
elemanlari arasinda 8= bagintisi
1.
var ve =y ise ay kactir?

12.Sinif Matematik Konu Anlatimi
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DiZILER-1

Dizi KAVRAMI

DIiZILERIN ESITLIGI

iki dizinin esit olmasi icin ayni siradaki
terimleri birbirine esit olmalidir.

(an) ve (bn) iki dizi olmak Uzere her
pozitif n tamsayisi igcin. an= b, ise (a.) ve
(bn) dizilerine esit diziler denir ve bu
esitlik (an) = (bn) olarak yazihr.

n+4
dizilerdir ¢inku bu dizilerin genel terimleri
esit ve 3 tir.

=[5

DiZILERDE iSLEMLER

) dizisi ve (k,J=(3.cos2nx] dizisi esit

1. Toplama ve Cikarma

iki diziyi toplamak veya ¢ikarmak igin bu
dizilerin genel terimlerinde toplama ve
¢cikarma yapilir.

(a,)x(b,)=(a,tb,]

2. Carpma - Bolme

Iki diziyi carpmak i¢cin bu dizilerin genel
terimleri carpilir.

a,). b, =la,.b,|

Iki diziyi bélmek i¢in de bu iki dizinin
genel terimleri boélindr.

2, byJ=| 52 b0

an' n/— bn ' Mn

Bir diziyi sabitle ¢carpmak icin de bu
dizinin genel terimini sabitle carpmak
yeterlidir.

c(a,|=[ca,)
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(an]z(n+2),(bn)=

3—%) dizileri igin istenen

dizileri hesaplayiniz.
(a,)+(b,)

SONLU Dizi

A,=(1,2,3,..p/kimesi bir p elemanli sonlu
kiime olmak lGzere tanim kiimesi
A,=[1,2,3,...p] olan her diziye bir p terimli
sonlu dizi denir.

A,=[1,2,3,..100] f:A =R, fln]=a,=n? genel
terimiyle verilen dizi,100 terimli sonlu bir
dizidir.

(b,]=(13-n?]sonlu dizisinin tim terimleri -100
den buyukse en kug¢uk terimi kagtir?

(a,J=(V16—n]sonlu dizisinin en g¢ok kac elemani
vardir?

(a,)=(tan(n°|Jsonlu dizisinin en ¢ok kag¢ eleman
vardir

SABIT Dizi

Butln terimleri birbirine esit olan dizilere
sabit diziler denir,

(an)=(-2,-2,-2 -2,...,-2,...)

dizisinin her terimi -2 oldugundan sabit
dizidir.

12.Sinif Matematik Konu Anlatimi
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DiZILER-1

DiZi KAVRAMI
Uyari Ucgensel sayilar: 1 den n ye kadar
(a,)=(P(n]] yani polinom tipinde bir dizi ardisik sayilarin toplamini veren sayilara
sabitse dizide n iceren terimler varsa bu cgensel sayilar denir.
terimlerin katsayilari 0 olmalidir. 1,3,6,10,,, sayilari ugcgensel sayllar%lr
£ ()
) ( 1) .-OOO..
() (1) o0 0 O. ° .O
(s, =((3—k|n?+(2m+1]n-m.k+5] dizisi sabit dizi e oo ogo eoee o
ise s, kactir? ! 3 10 2
Karesel sayilar: Ardisik 2 G¢gensel
sayinin toplami bir kare sayidir.
1+3=4=22
Uya” 3+6:9:32
(an)z(%) yani rasyonel ifade tipinde bir ® 08 ) 88
dizi sabitse dizide pay ve paydada n 1 3 4
iceren terimlerin esit dereceli olanlarinin
katsayilari orantili olmalidir. (\
od B
[ ] ( X
o0 oo > e0o0 o
E |eee eeoe ' TX X
o 6 10 16
( n):(3”+15) dizisi sabit dizidir N
n+5 p
a||| Fibonacci dizisi, her sayrnin kendinden
- 6ncekiyle toplanmasi sonucu olusan bir
||| say! dizisidir.
. 0 n=0
2| F={1 n=1
E
H

(Xn):(an+3) dizisi sabit dizi ise a kacgtir?
n+7

— 2_

(%, )= [a=2)n*-2n+4) i ioi sabit dizi ise a +b
bn+7

kactir?

F(n—=1)+F(n-2) n>1
F =1,1,2,3,5,8,...

Bu sekilde devam eden bu dizide sayilar
birbirleriyle oranlandiginda altin oran
ortaya ¢ikar, yani bir sayl kendisinden
onceki sayiya bélindtiginde altin orana

% gittikce yaklasan bir dizi elde edilir.

5 basamakli bir merdiveni her seferinde

a) 1 ya da 2 adim atarak ¢ikan bir kisi en ¢ok kag farkh
bicimde cikabilir?

a) 1 ya da 2 ya da 3 adim atarak ¢ikan bir kisi en ¢ok kag
farkl bicimde ¢ikabilir

12.Sinif Matematik Konu Anlatimi
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DiZILER-1

Dizi KAVRAMI

DEGERLENDIRME

1) an—am:g ve a, =-12ise a,, kagtir?

2) (cn):(nnT;)dizisinin kag terimi tamsayidir?

3 2
3) (aJ:(%)dizisinin kagc terimi

negatiftir?

4) (b,)=[sec(n°)| sonlu dizisinin en ok kag
elemani vardir?

5) k bir tamsayi olmak Uzere , genel terimi
3n n=3k
a,=13n+1
2+3n n=3k+2
terimi toplami kactir?

www.matbaz.com

n=3k+1 olan dizisinin ilk G¢

6)

7

8)

9)

1
n2+3n+2
10 terimi toplami kactir?

Genel terimi (an)z( ) olan dizisinin ilk

(a)=(lk+2)n*+(2m+1)n*~(k.m—p|n+5) dizisi
sabit dizi ise a, kactir?

(kn)=(3;n__22nx) dizisi sabit dizi ise x kagtir?

(an):(Sn—z),(bn):(hg) dizileri igin c,=(a,—4.b,)

dizisinin ikinci terimi kactir?

10) (u,}=[24-n?~4n) dizisinin en biiyiik terimi

nedir?

11) (un):(3n2—19n+7) dizisinin en kuglk terimi nedir?

12) A={-1,0,1,2,3,4} kimesinin en ¢ok kag¢ alt

kimesinde ardisik 2 terim bulunmaz ?

12.Sinif Matematik Konu Anlatimi
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DiZILER-2

ARITMETIK Dizi

TOPLAM SEMBOLU

N
1+r+r?+..+r"=Y " bigiminde kisaca
k=0

toplam semboli kullanilarak da (Z)
gOsterilebilir.

b

Zxk ifadesinde k sayisina indis, a

k=a
sayisina alt sinir, b sayisina ust sinir
denir . Xx saytlart, k nin a tamsayisindan
baslayip birer artarak son olarak b
degerini almasiyla son bulan toplami
yapilacak olan terimlerdir.

3

Z (2k+1) toplaminin degeri kagtir?

k=—2

> k+(-1)" isleminin sonucu kagtir?

20
> 21 isleminin sonucu kagtir?
k:;[k +k

www.matbaz.com

ARITMETIK Dizi

Bir (an) dizisinin rastgele ardisik terimleri
arasindaki fark sabit sayl-ise, bu diziye
aritmetik dizi denir.

VnelN a,,—a,=r
ise, (an) ortak farki r olan aritmetik
dizidir.

(a,)=(2,8,14,20,...,6n—4,...] dizisi ortak farki 6
olan bir aritmetik dizidir.

Asagida genel terimi verilen diziler aritmetik
midir?
a) xn=(2n+1)/3 b)a,=1/n c¢) cn,=n!

ARITMETIK DiziNIiN OZELLIKLERI

an ortak farki r olan bir aritmetik dizi
olsun
6zellikl

a,=aq,

a,=a,+r

a;=a,+r=a,+2r

a,=a;+3r

a,=a,+(n—1)r

ilk terimi 8 ortak farki 5 olan bir aritmetik
dizinin 50. terimi kacgtir?

12.Sinif Matematik Konu Anlatimi
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DiZILER-2

ARITMETIK Dizi

ilk terimi 10 olan bir aritmetik dizinin 27.
terimi 62 ise ortak farki kactir?

Ortak farki 26 olan bir aritmetik dizinin 14.
terimi 350 ise ilk terimi kactir?

Ozellik2

a,—a,

a,=a,+(n—1)r ise — =" veya daha

a,—a
genel olarak —~*—Y=r

Birinci terimi 5, ortak farki -4 olan aritmetik
dizinin
a) genel terimini

b) 5. terimini bulalim.

Birinci terimi 2 ve ikinci terimi 7/2 olan
aritmetik dizinin
a) ortak farkini b)10. terimini c) genel
terimini bulunuz.

ilk terimi -2, ortak farki 4 olan bir aritmetik
dizinin kacginci terimi 14 tur?
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Dordinci terimi 14, onuncu terimi 38 olan
bir aritmetik dizinin ikinci terimi nedir?

Bir aritmetik dizinin a. terimi b, b. terimi a
ise 4. terimi nedir?

5 ile 80 arasina bu terimler hari¢ 19 tane
daha sayi yerlestirilerek artan bir sonlu
aritmetik dizi elde ediliyor. Bu dizinin ortak
farki nedir?

ilk terimi 9, ortak farki 2 ve son terimi 27
olan sonlu bir aritmetik dizinin terim sayisi
kactir?

12.Sinif Matematik Konu Anlatimi
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DiZILER-2

ARITMETIK Dizi

Ozellik3
a,  ta,.,

2
yani aritmetik bir dizide bir terim
kendisine esit uzakliktaki terimlerin
aritmetik ortalamasidir.

Bir aritmetik dizide a,=

Ornek.. 46 :

Onuncu-terimi 15 olan bir aritmetik dizinin 9.
ve 11. terimleri toplami kagtir?

Ornek...17 :

Uciincu terimi 20 olan bir aritmetik dizinin ilk
5 terimi toplami kactir?

Ozellik4

Sonlu bir aritmetik dizide bastan ve
sondan esit uzakliktaki herhangi iki
terimin toplami ayni sabit saylya esittir.
(an) sonlu aritmetik dizi olsun.(a,) =
(a1,a2,...an)

ai + ap = az + anp-1 =. .. = Ak T An-k+1=...

Ornek...18 :

(an) bir aritmetik dizi olsun. a;o = 15 ve as = 7
ise as + as kagtir?

Ornek...19 :

Bir aritmetik dizinin 10. terimi 8 olduguna
gore 1. ve 19. terimleri toplami nedir?
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Ozelliks
Bir aritmetik dizinin ilk n terim toplami;
S, ile gosterilir ise

n .
n=ai+a+as+...+a, = E(a1+an) dir.

Ornek...20.;

Genel terimi a,= 5n - 2 olan bir aritmetik
dizinin ilk 20 terim toplami nedir?

Ornek...21:
Bir aritmetik dizinin ilk 4 teriminin toplami 10
ve ilk 8 teriminin toplami 68 olduguna gore
bu dizinin 10 terimi nedir?

Ornek...22 :
ilk n'teriminin toplami n%+3n olan bir
aritmetik dizinin
a) 4. terimi? b) ortak farki kagtir

Ornek...23 :
Sekilde bir kismi goriilen konser alaninda en
6n sirada 60 oturma yeri vardir. Her sirada bir
onceki siradan 4 kisilik fazla oturma yeri
bulunmaktadir. Konser alaninda toplam 1960
kisilik olduguna gore, en arka sirada kag kisiliktir ?

12.Sinif Matematik Konu Anlatimi
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DiZILER-2

ARITMETIK Dizi

DEGERLENDIRME

1) 2+5+8+...302="

2) (an bir aritmetik dizi olmak tzere,
a,=5 ve a; + as + ag =63

olduguna gore, bu dizinin ilk terimi kagtir?

3) (an)z(%,l,x,y...) aritmetik dizisinin ilk 5

terimi ¢carpimi nedir?

4) Ik n terimi toplami T,=5n - 2 olan bir
aritmetik dizinin 9. terimi kactir?

5) Bir aritmetik dizinin terimleri icin

a3 =26,a10= 34ise gore, bu dizinin ilk 31
terimi toplami. kagtir?
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6) (an) aritmetik dizisinde,
as—a>=10ve a =103

olduguna gore, a 11 kagtir?

7) Ik 40 terim toplami 1200 olan dizinin ilk terimi
ortak farkindan 11 kiigiikse dizinin 41.terimini
bulunuz.

8) ilk n terim toplami S, olan bir aritmetik dizide,

Ss—-S,=20,S ;=10 ise bu dizinin ortak
farki kagtir?

12.Sinif Matematik Konu Anlatimi
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DiZILER-2

ARITMETIK Dizi

90
L S . L 12 cos’k isleminin sonucu kagtir?
9) Bir aritmetik dizinin terimleri igin ) I;) ¥ ¢

as+as=62
agt+tapp=134

ise gore, bu dizininn ilk 10 terimi toplami
kactir?

20
k . .
10) Uc terimli bir aritmetik dizinin terimleri toplami () 13) ;0 (k+1)! isleminin sonucu kagtir?

3, terimlerinin karelerinin toplami 21 olduguna
gore dizinin en kicuk terimi en az kag olabilir?
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11) (a.) bir aritmetik dizi olsun. as = 12 ve a;s = 54 14) § 1 isleminin sonucu kagtir?
ise bu dizinin ilk n terimi toplami kactir? S ke k+1
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DiZIiLER-3
GEOMETRIK Dizi-TOPLAM SEMBOLU

GEOMETRIK Dizi

Bir (an) dizisinin ardisik terimleri
arasindaki orani ayni sabit sayi ise, bu
diziye geometrik dizi denir.

a .
VnelN', —'=r .se, (a,) ortak gcarpanir

olan geometrik dizidir.

(an) = (2.3") dizisinin geometrik dizi olup
olmadigini inceleyelim.

GEOMETRIK DIZININ OZELLIKLERI

(an) ortak farki r olan bir aritmetik dizi
olsun
ozellik 1

a,=a,

a,=a,.r

a,=a,.r=a,.r’

a,=a,r’

n—1

a,=a,.r

(an)=1(2,10,50, ..)
geometrik dizisinde 5. terim kagtir ?

ilk terimi 3, ortak garpani 2 olan bir geometrik
dizinin 6. terimi kacgtir?
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Pozitif terimli ve ilk terimi % olan bir
geometrik dizinin 7. terimi 125 ise ortak

carpani kagtir?

Ortak carpani % olan bir geometrik dizinin 8.

terimi 512 ise ilk terimi kagtir?

Ozellik 2

1 “n :rn—1
a,

a,=a,.r" ' ise veya daha genel

X

a _
olarak —==r"
y

Bir (an) geometrik dizisinin ilk terimi 1/2 ve

ortak ¢carpani 32 olan dizinin 16. terimini
bulalim.

Bir (an) pozitif terimli geometrik dizide,
a; = 4 ve a; = 128 olduguna gore,
a)5. terimi b) genel terimini bulunuz.

12.Sinif Matematik Konu Anlatimi
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DiZIiLER-3
GEOMETRIK Dizi-TOPLAM SEMBOLU

2/3 ile 1/48 arasina bu sayilar hari¢ 4 sayi
yerlesgtirilerek 6 terimli azalan bir geometrik
dizi elde ediliyor. Bu dizinin 2. terimi kagtir?

Ozellik 3

Bir geometrik dizide ai=a,.a,, yani
geometrik bir dizide bir terim kendisine
esit uzaklhiktaki terimlerin geometrik
ortalamasidir.

Onuncu terimi 8 olan bir geometrik dizinin 7.
ve 13. terimleri carpimi kagtir?

Bir geometrik dizinin ardisik ¢ terimi
x -1,x, x + 3 ise gore x kagtir?

Ozellik 4

Sonlu bir geometrik dizide bastan ve
sondan esit uzakliktaki herhangi iki
terimin carpimr ayni sabit sayiya esittir.

(an) sonlu geometrik dizi olsun.
(an) = (a1,a2,...an)
a1 . adp = a2 . Anp-1 =. . .

= Ak . Ap-k+1=...

—
N—
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Uciincii terimi 20 olan bir geometrik dizinin ilk
5 terimi  c¢arpimi kagtir?

Bir geometrik dizide,
as7.as4 =A olduguna gore, aso A
tirinden nedir? (A>0)

Bir geometrik dizinin ardisik G¢ teriminin
toplami 26, garpimi.216 dir. Bu li¢ terimden en
kiicik olani nedir?

Bir (an) geometrik dizisinde
a,=log125 ,a,;=1+log;2 ise a,, kac olabilir?

12.Sinif Matematik Konu Anlatimi
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DiZIiLER-3
GEOMETRIK Dizi-TOPLAM SEMBOLU

Bir geometrik dizinin ardigik alti terimi
sirasiyla x, vy, 60,1/3, z, t olduguna gore,
x.y.z,t carpiminin degeri kagtir?

(a, 2a-2, b-4) sonlu dizisi hem aritmetik hem
de geometrik dizi olduguna goére, a.b nin
degeri kag olur?

Ozellik 5
(xn) geometrik dizi ise ,bu geometrik
dizinin ilk n terim toplami S =x,. %

Burada r>1 ig¢in toplam sinirsiz olarak
blayur. 0<r<1 Ise toplam bir gercek
saylya yaklasir.

Bir (an) geometrik dizisinde, a; = 4 ve ortak
carpan 2 ise ilk on terim toplamini bulunuz.

Bir pozitif terimli (an) geometrik dizisinde,
as =3, as = 147 ise ilk 4 terim toplamini
bulunuz.
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ilk n terim toplami S, = 1-2°" olan bir
geometrik dizinin besinci terimi kag olur?

Ozellik 6
(an) geometrik dizi ise ,bu geometrik

ilk n terim carpimi G.=\(a.a,J

Bir (an)
carpan 8 ise ilk alti

geometrik dizisinde, a; = 2 ve ortak
terim ¢carpimini bulunuz.

Email yoluyla yayilan bir bilgisayar virlist belli bir anda
bir miktar kullaniciya yollaniyor. Virus bir kisiye
bulastiktan bir glin sonra, bulastidi kisinin listesinde
kayith 2 kisiye kendini mail yoluyla bulastirmaktadir.
virisiin bulastigi kisi sayisi 10.ginde 10230 kisi olduguna
gore, virls baslangicta kag kisiye bulastiriimistir? (farkh
kisilerden ayni kisilere mail gitmedigi ve kisilerin
listelerinde 2 den fazla kigi oldugu varsayilacaktir)
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DiZIiLER-3
GEOMETRIK Dizi-TOPLAM SEMBOLU

DEGERLENDIRME

1) (xn):(%+(%)2+...+(%)n) ise az kactir?

2) Bir geometrik dizinin terimleri igin

a;+a,=162 , a,+a,=2 ise bu dizinin ortak ¢arpan

kagtir?

3) Bir (an) geometrik dizisinin ilk terimi 1 ve
ortak garpani ¥2 olan dizinin 65. terimi
kactir?

4) Bir (an) geometrik dizisinin ilk terimi 1/256 ve
ortak ¢arpani 2 ise bu dizinin ilk 20 terimi
carpimi kagtir?

—
N—
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5) (x,y,x’—x) sonlu dizisi hem aritmetik hem
geometrik diziyse x+y en ¢ok kagtir?

6) Pozitif terimli (a.) geometrik dizisinde ilk 7
terim carpimi '™ olduguna gére,dizinin 4.
terimi kagtir?

7) Bir geometrik dizinin ilk 8 terim toplaminin ilk 4
terim toplamina orani 626 ise , bu dizinin ortak
garpani kagtr?

12.Sinif Matematik Konu Anlatimi
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TRIGONOMETRI - 1
YAY TOPLAM VE FARKI

YAY TOPLAM VE FARKININ
TRIGONOMETRIK ORANLARI

1) sin(a+b) = sina.cosb + cosa.sinb

2) sin(a-b) = sina.cosb - cosa.sinb

3) cos(a+b) = cosa.cosb - sina.sinb

4) cos(a-b) = cosa.cosb + sina.sinb

ifadelerin degerini hesaplayiniz?

a) cos(159)

b) sin(15°)

Bir ABC ug¢geninde cosA.cosB-sinA.sinB
isleminin C tirinden esiti nedir?

sin27.cos33+sin 33.cos 27
sin16.sin14—cos14.cos 16
kactir?

isleminin sonucu
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sin22.cos8+c0s82.cos 22
c0s34cos1l—cos56cos79

kactir?

isleminin sonucu

tana+tanb

5) tan(a+b)= 1-tana.tanb

tana —tanb

6) tam(a_b)z1+tana.tanb

7) cot(a+b)=W:;+b)

ifadelerin degerini hesaplayiniz?

a) tan(15°)

b) tan(75°)

11ln

c) cot( T )

tanx®= u olmak lzere cot(135°-x°) u turunden
nedir?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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TRIGONOMETRI - 1
YAY TOPLAM VE FARKI

YARIM ACI BAGINTILARI

1) sin(2x) = 2sinx.cosXx

MTZ bir Gi¢ggen, M

[TG|=3br,|GZ|=5br

IMTI/:\Gbr olduguna gére 2) cos(2x) = 2cos?x—1
tan(GMZ) kagtir? = 1-2sin?x

cos?x-sin2?x

2.tanx

3) tan(2x)=
) (2x) 1—tan®x

1

4) COt(zx):tanZX

(\ sinx:% ise tan2x="?

ABCD dikdortgen

| AB| =| AE| D E1C
| AD| =5 br
|CE|=1br . K

olduguna gore,

_ COSX—sinx= 2 ise sin2x kac¢ olabilir?
tan (BKE) kagtir? 3
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sin15°.cos15°%="?

V3.c0s20—sin 20
c0s17.c0s33+c0s107.sin33

sin?15%-co0s?15%="?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi 2[4



TRIGONOMETRI - 1
YAY TOPLAM VE FARKI

Ornek...5:
cos2x _1

————==ise tan2x kag¢ olabilir?
cosSx—sinx 2

Ornek...6 :
sin 99°+00399°

. 0 0
sin27° cos27

isleminin sonucu kagtir?

Ornek...7 :
sin18°=p ise.co0s*18°-sin*18° ifadesinin p
cinsinden-esitini bulunuz?

Ornek...8 :
tan70=y ise cos40° ifadesinin x ve y
cinsinden esitini bulunuz?
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Ornek...9:
tan(g) =t ise cosx ifadesinin t cinsinden

esitini bulunuz?

Ornek...10 :
sin10°.sin50°.sin70° carpiminin esitini
bulunuz?

Ornek...11 :
1+cos2x

.tan’x isleminin sonucu kactir?
1—-cos2x ¥ ¢

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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TRIGONOMETRI - 1
YAY TOPLAM VE FARKI

DEGERLENDIRME
1) Bir ABC ilicgeninde cotA= % ve cotB= % olmak

A

uzere, cot(C) kagtir?

D

2) ABCD dikdoértgeninde
3./AD|=4.|AH|=2.|HB]

P

ise cot(HDB) kagtir?

.3 5
= —— | =?
3) cos|arsin c +arctan 17] =

4) sin18°=x, ise sin126° ifadesinin x cinsinden
esitini bulunuz?
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5) cosx—cosy=—2sin( x-|2-y )osin(%)

cosec18°-sec36°="?

6) MTZbirucgen
m(TZM)=2.m(ZTM)

ise tan(MTZ) kagtr> 10 N

(Sinus teoremi
kullaniniz) T

J1+sin2x _3 ise sin2x kac olabilir?

cos®x—sin’x 2

X+y

2
X+y
2

X =

<

)

) olduguna

8) cosx+cosy=2cos| Jecos

N ‘

X—

<

sinx+siny =2sin(==%) ecos(

I\) ‘

gore,

arctan( sin 10+sin50 ) -n

cos10+cos 50

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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TRIGONOMETRI - 2
TRIGONOMETRIK DENKLEMLER

TRIGONOMETRIK DENKLEMLER

icinde bilinmeyenin trigonometrik
fonksiyonlari bulunan, bilinmeyenin bazi
degerleri icin dogru olan esitliklere,
trigonometrik denklem denir. Denklemi
saglayan degerlere, denklemin koékleri;
koéklerin olusturdugu kiimeye de ¢6zim
kimesi denir. C6zim kimesini bulmak
icin yapilan igslemlere de denklemi ¢6ézme
denir.

A) cos(x)=cosa DENKLEMININ ¢6zOMO

Birim ¢cember lizerinde standart
pozisyonda o radyanlik yayin bitim
noktasi C, —a radyanlik yayin bitim
noktasi D olsun. Sekli inceleyiniz.

y

A

cos(2x+40)= _T\B

denkleminin ¢6zim kimesini bulunuz

B) sin(x)=sino DENKLEMININ ¢OZUMU

Birim cember lUzerinde standart
pozisyonda o radyanlik yayin bitim

noktasi C, m—a radyanhk yayin bitim
S C (\ noktasi D olsun. Sekli inceleyiniz.
COSX=CO0S a y Sli(n[]s'
X O )ALE ERLCEE exsent
ise k bir tam —a | K/ ekseni €| | sinx=sin o
sayl olmak 8
uzere, . ise k bir tam say!
denklemin D N olmak lzere, P X
¢ozim ol | denklemin ¢ézim * "
kimesi v - kimesi asagidaki
C={x: x= a+ k.2n veya x= —a + k.2n } 3
3
3
GENEL OLARAK C={x: x=oa+k.2n veyax=n-o+k.2n }
cos(f(x))=cos(g(x))» | [X)= g(x}+k.2n v
f(x)=—g(x)+k .27 _ GENEL OLARAK
: i f(x)= g(x)+k.2x
sin(f(x))=sin(g(x))~>
(O0I=s 02— g x)+k 22
cos(4x-60)=cos(2x)
denkleminin ¢6zim kimesini bulunuz?

: _ V3 o
sin(5x-120)= > denkleminin ¢6zum
kimesini bulunuz
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TRIGONOMETRI - 2
TRIGONOMETRIK DENKLEMLER

C) tan(x)=tana DENKLEMININ ¢6zUMU

sin(6x-40)= cos(2x+20)
denkleminin ¢ézim kiimesini bulunuz? Birim cember Uzerinde standart
pozisyonda o radyanlik yayin bitim
noktasi C, n+aradyanlik yayin bitim
noktasi E olsun. x=1 dogrusuna tanjant
ekseni dendigini 6grenmistik. Orijinden
ve C ( ve E) noktasindan gegen dogrunun
tanjant eksenini kestigi nokta D olsun.
inceleyiniz.

tanx=tan a

ise k bir tam «

ha
sayl olmak
lUzere

ekseni

Tanjant

C={x: x=a+ k. }

sin(2x+40)=-sinx

denkleminin ¢6zim kimesini bulunuz?
GENEL OLARAK

tan (f(x))=tan(g(x))=>|f(x)= g(x)+k.n

tan(x)= V3
denkleminin ¢ézim kimesini bulunuz?
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- osin(x)=-1 tan(5x-20°)=tan(3x+30°)
denkleminin (0,360) araliginda kag farkli denkleminin ¢éziim kiimesini bulunuz?
¢6zimi vardir?
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TRIGONOMETRI - 2
TRIGONOMETRIK DENKLEMLER

D) cot(x)=coto DENKLEMININ ¢6ZOMU Ornek...11 :
V2—2sin2x .
cotx=cot a ise k bir tam sayi olmak lzere tan2x+W:1 denkleminin (0,90)

arasindaki ¢ozimini kagtir?
C={x: x=a+kam } ¢ ¢

GENEL OLARAK

cot(f(x))=cot (g (x))»|f(x)= g(x)+k.x

Ornek...9:
cot(3x)=-1 denkleminin ¢6zim kimesini
bulunuz
Ornek...12:
£ tanx+cotx = 4cos2x denklemini saglayan x in
o| pozitif en kiglk degeri kagtir?
o
N
©
o
o
S
3
3
.. 3
Ornek...10 :
Cot(3x)=tan(2x) denkleminin ¢ézim kimesini
bulunuz \)

Ornek...13:

2cosx<cotx esitsizliginin (0,90) araliginda
¢6zim kimesini bulunuz
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TRIGONOMETRI - 2
TRIGONOMETRIK DENKLEMLER

a-b#0,a,beR olmak lzere f(sinx,cosx)=0 denkleminde sinx ve cosx
asinx+ bcosx=c bi¢gimindeki denklemlere ifadelerinin dereceleri esitse bu tir
klasik denklemler denir. Bu denklemler b denklemlere homojen trigonometrik
ye bolinip 2sinx+cosx=> bigimine denklem denir.Bu tar dgpkiemlerde

b b esitligin her iki yani cosx in uygun
getirildikten sonra (cosx katsayisi 1 kuvvetine bdlinerek cebirsel hale

_a e getirilebilir

yapildiktan sonra) tan(e)—B dénisa ile

beraber yay toplam fark bagintilari
kullanilarak ¢ézulir.
Uyari  f(x)=msinx+ncosx fonksiyonu x in

gercek sayr degerleri igin sin®x—2cosx+sinx—8cos’x=0 olduguna gore
[—Vm?+n®,Vm2+n?] araliginda degerler alir tanx dederi kaga esit olabilir?

V2sinx+V3cosx=3 denkleminin ¢6zim
kimesini bulunuz.

V3sinx+cosx=y2 denkleminin ¢é6zim kiimesini
bulunuz.
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sin®x+(v/3+1)cosxssinx+v3cos’x=0 denkleminin
\) ¢6zUim kimesini bulunuz.

3sinx+4cosx=5 denkleminin ¢ézim kimesini
bulunuz.

4/5
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TRIGONOMETRI - 2
TRIGONOMETRIK DENKLEMLER

DEGERLENDIRME

1) cos?2x-sin’2x=sinx denkleminin (0,180)
arasinda kag koku vardir?

2) tan(4x-20).tan(2x)=1 denkleminin ¢6zim
kiimesini bulunuz?

3) secx=2 denkleminin ¢bézim-kiimesini
bulunuz?

4) 2cos?x-3cosx—2=0 denkleminin ¢bziim
kiimesini bulunuz?

5) cos®-sin®x=2sin2x-cos2x denkleminin
¢6zUm kimesini bulunuz?
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6) sinx-tan60.cosx=1 denkleminin en kigik
koku kagtir?

7) sinx+cosx=1 denkleminin kdkler toplami
kagtir?

1 1 _4 L
1—cosx+1+cosx_3 denkleminin (0,500)

araliginda kag¢ koka vardir?

8)

9) cos’x+2sin®x= 3cosxsin®x denklemini saglayan
dar agi kag derecedir?

10) a.sinx+b.cosx=c denkleminin ¢6zim
kiimesinin bos olmamasi i¢in a, b ve ¢
arasinda hangi baginti olmahdir?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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DONUSUMLER
OTELEME -YANSIMA - DONME

OTELEME DONUSUMU

. . ) . f(x)=x? paraboliini eksenler boyunca 1 birim
Bir seklin hic degismeden(boyutlari sada ve 1 birim asag: kaydirilmasiyla elde
bozulmadan) sag,sol, yukari ve asag edilen parabolii bulunuz

(eksenlere paralel)ydénlerde bir vektor

dogrultusunda yer degistirilmesine
oteleme denir.

y
k ve h pozitif 3‘ A'(x+k,y+h)
reel sayilar A i
olmak lizere (ﬁ}_’)— J
analitik 7k7
dizlemde »
koordinati 0|

A(x,y) olan bir
noktanin x ekseni boyunca k birim saga
ve y ekseni boyunca h birim yukari

6telenmis hali A’(x+k,y+h) noktasidir. o
( f(x)=x? +6x+11 paraboliinii eksenler boyunca
2 birim sola ve 3 birim asag! kaydirilmasiyla
elde edilen paraboli bulunuz

g
A(3,5) noktasini eksenler boyunca 2 br 8
saga ve 5 br yukari 6telenmisini bulunuz? .
N
©
e
©
€
3
3
3

A(1,-9) noktasini eksenler boyunca 2 br
sola ve 8 br yukari 6telenmisini bulunuz? \)

Sekildeki ABC
ucgeninin eksenler
boyunca 4 birim C
saga , 2 birim
asagl o6telenmisini
bulunuz A

A(x, y) noktasinin eksenler boyunca 4 br
saga ve 8 br asagd: 6telenmesiyle B(1,-2)
noktasi elde ediliyor. Buna gére A noktasinin
koordinatlari carpimini bulunuz.
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DONUSUMLER
OTELEME -YANSIMA - DONME

DONME DONUSUMU

Dizlemde bir P(x,y)
noktasinin O noktasi
etrafinda 6 a¢isiI kadar
dondiridlmesiyle elde
edilen nokta (|JOP|=]0Q])

Q=R,(P) =( x.cos6-ysin®, xsinf+ycoso )
olur.

( Bagintida P(x,y)=P(|OP|cosa,|OP|sina)
ve Q(x',y")=Q(|OQ|cosla+6),|OQ|sinla+0))
olduguna dikkat)

Burada Ry ya dénme dénlisimu denir.

Dizlemin her P noktasi icin R,(P)
dénmesi yapilabilir.

R2 2
Tg:R™R fonksiyonu duzlemin noktalarini
P-R,(P)

dizlemin noktalariyla egleyen birebir ve
orten fonksiyon oldugundan dizlemin bir
déndsumu adini alir

Dénme esnasinda dedismeyen noktaya
déonme merkezi denir

A(3,4) noktasini orjin etrafinda pozitif ydnde 90°
dondirdigimizde hangi noktayi elde ederiz?

Sekildeki Gggenin O
noktasi etrafinda

a) pozitif yénde 90° C
b) negatif yonde 180°| 5
elde edilen [e)
gérintileri giziniz? B
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Asagida verilen noktalari orjin etrafinda
verilen acilar kadar pozitif yonde
dondiridlmesiyle elde edilen noktalari
bulunuz.

M(6,0) 6=30°

L(0,v/2) §=225°

A(x,y) noktasinin orjin etrafinda pozitif yénde

90° déndurildiginde B(6,-4) noktasi elde
ediliyor . Buna goére x.y kacgtir?

Kbése koordinatlari A(-2,-4) ,

B(1,2) ve C(-5,2) olan ABC lg¢geninin 2 br

saga ve 4 br yukari eksenler dogrultusunda

Otelenmesi sonucu elde edilen tggen orjin
etrafinda pozitif yénde 270° déndurdltyor.
Elde edilen li¢ggenin agirlik merkezini
bulunuz.

Duzlemde 6teleme dénme ve bunlarin
bileske donusumleri , uzaklik ve agilarin
yoénlerini koruyan déntgstumlerdir.

Ry ve R. iki donme fonksiyonu ise
Ry0R«=Rg: Olur.

K(6,-9) igin [Ry, 0 R (K| noktasini
bulunuz?

12.Sinif Matematik Konu Anlatimi
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DONUSUMLER
OTELEME -YANSIMA - DONME

Bir sekil merkezi etrafinda 360° den SIMETRI

kGglk bir agi ile dondirtldiginde kendisi A ve B ile ayni dogrultuda , B noktasina A
ile cakigsoyorsa donme simetrisine ° B PR ° n|n’uzakllg| kadar
sahiptir denir. Sekil merkezi etrafinda " " . uzaklikta bulunan
déndaralirken kendisi ile ¢gakisan en A B A A' noktasina
kigcik donme agisina en kigik dénme A nin B ye gére simetrigi olan nokta
simetri agisi denir. (DOonme simetri sayisi denir.

360 in en kigik:donme simetri agisina Yani B noktasi simetrik iki noktanin orta
bélinmesiyle bulunur) noktasidir.

Duzgin Cokgen | Eskenar uiggen | Duzgin besgen
9_ _.C "g : %9 9 %9 A(X;,yy) . B(Xyy,) ve C(x,,y,) noktasi A ile
E.n klt"(.*;UK donme 120 72 B noktasinin orta noktasi ise
simetri agisi ) CXHX, Y, olur
Dénme simetri 3 5 0= YTy '
sayisl
Yansima ekseni 3 5
sayIsl A(3,-5) noktasinin K(1,4) noktasina gore
simetrigi olan noktayi bulunuz.
YANSIMA N
Bir seklin verilen bir d
noktaya veya dogruya gore g
simetriginin alinmasina o
yansima doénisimi T T ©
hareketi denir. N
Bir dogru bir sekli o
birbirine simetrik iki-sekle -
ayiriyorsa bu dogruya © . . .
seklin simetri ekseni denir. gl A(-5,6) noktasinin orijine gbére simetrigi B, B
‘| noktasinin C noktasina gore simetrigi
3 K(-3,-8) ise C noktasinin koordinatlarini
3 bulunuz.
3
d
A

Sekilde kirmizi \J

dortgenin d ve e
dogrularina gore

yansimalari verilmistir w

oV

L(-5,6) noktasinin B(-1,-2) noktasina gore
simetrigi K ise L ve K noktalari arasi uzaklik
kag¢ birimdir?

A(-5,9) noktasinin x eksenine gore
yansima altindaki gérintisiunid bulunuz?
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DONUSUMLER
OTELEME -YANSIMA - DONME

NOKTANIN DOGRULARA GORE
SIMETRIKLERI

1. NOKTANIN EKSENLERE GORE
SIMETRIKLERI

A(a,b) noktasinin x eksenine gore
simetrigi A' (a,-b) y eksenine gore
simetrigi A" (-a,b) olur

A(3,8) noktasinin x eksenine gbre simetrigi
B, K(-3,5) noktasinin y eksenine gore
simetrigi G noktasi ise [BG| kag¢ birimdir?

Bir K noktasinin x eksenine goére simetrigi
L(-6,4) ise K noktasinin y eksenine gore

simetrigi olan noktanin koordinatlari ¢arpimi

kagtir?

2. NOKTANIN X=A VE Y=B DOGRULARINA
GORE SIMETRIKLERI
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A(x,,y;) noktasinin x=a dogrusuna gére
simetrigi A'(2a—x,,y,] noktasidir.

A(x1,y1) noktasinin y=b dogrusuna gore
simetrigi A"(x,,2b—y,| noktasidir.

A(1,5) noktasinin x=4 noktasina gdre
simetrigi B, y=2 dogrusuna gore simetrigi C
noktasi ise B ve C noktalarindan gegen
dogrunun egimi kagtir?

2. NOKTANIN Y=X VE Y=-X DOGRULARINA
GORE SIMETRIKLERI

A(x,,y,] noktasinin y=x dogrusuna gére
simetrigi A'(y,,x,) noktasidir.

A(x,,y,) noktasinin y=-x dogrusuna gore
simetrigi A"(—y,,—x,) noktasidir.

Dik koordinat dizleminde K(4,-2) noktasinin
y=x e gore simetrigi olan nokta ile L (-3,2)
noktasinin y=-x e gore simetrigi olan nokta
aras| mesafe kag birimdir?

3. NOKTANIN DOGRUYA GORE SIMETRIGI

A(x,,y,] noktasinin ax+by+c=0 dogrusuna
gbére simetrigi A'lp,q) noktasi bulunurken

a) egimi 2 olan ve A(x,,y,| noktasindan

gecen dogrunun denklemi bulunur

b) bulunan ve verilen dogrularin kesim
noktasi bulunur

c) A(x1,y1) noktasinin kesim noktasina

gére simetrigi A'[p,q) noktasidir.

A(1,2) noktasinin y=2x+1 dogrusuna gore
simetrigi olan noktayi bulunuz

12.Sinif Matematik Konu Anlatimi
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DONUSUMLER
OTELEME -YANSIMA - DONME

Ornek...23 : Ornek...26 :
A(0,4) noktasinin y+x-2=0 dogrusuna gore x—-6y+18=0 dogrusunun K(1,2) noktasina gére
simetrigi olan noktayi bulunuz simetrigi olan dogdruyu bulunuz
Ornek...24 : .
A(6,2) noktasinin 4y-3x-15=0 dogrusuna Ornek...27 :
gore simetrigi B ise |AB| kag birimdir? Yanda verilen
(\ ABC lg¢genin O
noktasina goére
simetrigini
£ (yansimasini) - ,/C
° giziniz A y
o // O
N B
©
o
©
€
3
3
2l cozim
DOGRUNUN NOKTAYA GORE SIMETRIGI
ax+by+c=0 dogrusunun A(p,r) dogrusuna Cc
go6re simetrigi ax+by+d=0 dogrusudur. A ,
Burada d sabitini bulmak igin verilen 0
dogrunun lGzerinde bir nokta alinir ve bu \'B
noktayla orta noktasi A olacak bir B nokta
si elde edilir. B noktasi ax+by+d=0
dogrusu uzerindedir

Ornek...25 :
2x+3y+6=0 dogrusunun K(-3,2) noktasina
gore simetrigi olan dogruyu bulunuz

Simetri déonme ve 6teleme dénusumleri
dogada ve mimaride kullaniimaktadir.
Ozellikle kiltirimizin ssmgelerinden biri
olan halilarimizda motiflerde siklikla
karsimiza ¢ikmaktadir.
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LiMIT -1
KAVRAM VE OZELLIKLER

BAGIMSIZ DEGISKENIN BIR SAYIYA
YAKLASMASI VE BIR FONKSIYONUN LIMiTi

SOLDAN YAKLASMA
ac€lR olsun. a sayisina, a sayisindan
daha kuguk degerler ile yaklasiyorsak
bunu x=a ile belirtiriz.
S » R
X P a v
Ornedin; x5 vyazdigimizda sirasiyla

x dederlerini 4.5 , 4.9 , 4.99 gibi degerler
aldigini distnlriz. Burada x sayisi 5 e
¢ok yakin fakat 5 den kiguk bir sayidir.

SAGDAN YAKLASMA
a sayisina, a sayisindan daha buyuk
degerler ile yaklasiyorsak bunu x>at
ile belirtiriz.
= e >R
a <~ X v

Ornegin sekilde x5 yazmissak
sirasiyla x degerlerini 6.5 , 5.1 ;,5.01 gibi
degerler aldigini-disundriz.

Burada degerler x sayisina ne kadar

yakin segilirse x5 o kadar iyi temsil
edilmis sayilir.

Asagidaki ifadeleri sembolik olarak yaziniz.

www.matbaz.com

x in 3 e soldan yaklasmasi

x in -7 ye sagdan yaklasmasi

a nin b ye sagdan yaklasmasi

x->—3*% olduguna gére, X°+7 hangi tam
saylya en yakindir?

Bir noktada sagdan ve soldan yaklasimi bir
Oornekte inceleyelim. f(x)=3x+5 fonksiyonu
icin x degiskeninin 4 sayisina yaklasirken
aldigi degerler tabloda verilmistir.

f(x)=3x+5
P 4 <4t
3,8 3,9 3,99 4,01 4,1 4.2
16,4 | 16,7 | 16,97 17 17,03 | 17,3 [17,6
Bu tabloda x degiskeni 4 e Ay T3S
yaklasirken, y=f(x) degeri
17 sayisina 17
yaklasmaktadir. ]
o LX
.l = — L
{ v 4

SOLDAN LIMITIN SEZGISEL TANIMI

f, (a,b) araliginda
tanimli bir fonksiyon
olsun. f(x)
fonksiyonu, x
degiskeni

b ye bu araliktan
yaklasirken L1

goérintli degerine

( ordinat degerine)
yaklasiyorsa f fonksiyonun b noktasinda
soldan limiti L1 dir denir ve

lim f(x)=L

x=b

a 0 b

1 ile belirtilir.

SAGDAN LIMITIN SEZGISEL TANIMI

f, (a,b) araliginda

. . AY
tanimli bir fonksiyon
. y=f(x
olsun. f(x) fonksiyonu,
x de@igskeni a sayisina T —

bu araliktan sayi
degerleri alarak
yaklagirken gorunti
olarak L2 degerine

yaklasiyorsa, f fonksiyonun a noktasinda
ki sagdan limiti L2 dir denir.

a noktasindaki sagdan limit sembolik
olarak  lim f(x)=L

x=a

2 ile belirtilir.
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LiMIT - 1
KAVRAM VE OZELLIKLER

UYARI:

Soldan ve sagdan limit tanimlarin da limit
bulunurken fonksiyonun bu noktada
tanimli olmasi| gerekmez.

SONUG

Bir fonksiyonun bir ¢ noktasinda sagdan
limiti L1, soldan limiti L2 ve

L=L=1L
ise fonksiyonun ¢ noktasinda limiti
vardir ve L dir denir. Sembolik olarak
bunu limf(x)=L ile ifade ederiz.

X=c

UYARI

x=c i¢in fonksiyon goérintistinin ,limitle
esit olmamasi bu noktada fonksiyonun
limiti olmasina engel degdildir.

lim f(x)= lim f(x)=limf(x)=a

+ >
X ¢ X>C x>

Limit degerini ve ayni noktadaki gorinti
degeri arasi iligki fonksiyonlarin
surekliligi baslhiginda incelenecektir.

AY
Yanda grafigi verilen y=f(x)
fonksiyon igin
istenen limitleri
AY (\ bulunuz.
x=c noktasinda . _
soldan limit b ve ﬂ_\o yZix) “m, f(x)=
sagdan limit a Oj £ X-I)i:l f(x)=
oldugundan limit yoktur. ar 8 oot -
y |~ lim f(x)=
lim f(x)# lim f(x) 0] ¢ S wesm
Xt x> = lim f(x)=
£ x»3*%
3
x=c noktasinda AY 2
sol limit-b ve sag limit de b y=f(x) 3
oldudundan x=c igin limit b \O/
glur;'ada x=c igin ﬂ ------ \} Yanda grafigi verilen AY
. : X fonksiyon igin istenen 18
fonksiyonun tanimsiz : > limitleri bulunuz? _
olmasi limitin var olmasina 0] ¢ fim f(x)= y=f(x)
engel degildir. <o
lim f(x)= lim f(x)=b dolayisiyla limf(x)=b
x-ct x>c XeAC . X
olur. XL'r_T; f(x)= _'2 >
lim f(x)=
x=c noktasinda x>-2
sol limit a ve
sag limit a oldugundan ‘//Z
x=c¢ icin limit a dir. f(=2)="
limf(x)=a . »
X=>c 0 c
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LiMIT - 1
KAVRAM VE OZELLIKLER

UYARI

Bir f(x) fonksiyonu
(a,b) araliginda
tanimlanmis olsun.
f(x) fonksiyonunun
x=a noktasindaki
sag limiti
fonksiyonun o

noktadaki limitidir.
x=a noktasinin sol
tarafinda fonksiyon
tanimsiz oldugundan sol limite bakmaya
gerek yoktur. lim f(x)=limf(x)=L

1
x->a+ X=>a

Ayrica x= b noktasindaki sol limit

fonksiyonun o noktadaki limitidir.

x=b’ nin sag tarafinda fonksiyon tanimsiz

oldugundan o noktada sag limite

bakilmaz. lim f(x)=limf(x)=L
— x-b

x-b

2

\ S

Grafige gore istenen
limitleri bulunuz.
lim f(x)=

x-0

lim f(x)=
X34~

lim f(x)= lim f(x)=
x>4* x5

Grafige gore istenen
limitleri bulunuz.
lim f(x)=

X2

lim f(x)=

www.matbaz.com

x-3 _é

lim f(x)=

x»>3% X3

LIMIT ALMA KURALLARI :

TEOREM 1

f polinom fonksiyon veya x=a noktasi f
fonksiyonun kritik noktas| degilse
(rasyonel fonksiyonlar i¢cin paydanin
kdéklerinden biri, parcali fonksiyonlar igin
sinir noktalari, mutlak deder veya
logaritma fonksiyonunun ic¢ini 0 yapan
degderler)

lim f(x)= lim f(x)=limf(x)=f(a) olur.

+ EY
X=>a X=a x=a

lim x3=?
X2

lim x2+x+In (x—3)="?
x4

TEOREM 2

L, M ,c ve k birer reel sayi ve limf(x)=L
xX=>a

limg(x)=M olsun.

X=a

1y lim (f(x)£g(x))=LFM

X=a

2) lim (f(x).g(x))=L.M

[ f(x) )L
3) lim (Ei(;j)——“ﬁ
4) limk.f(x)=k. lim f(x)=k.L

5) lim (gof)(x):g(limf(x)):g(L)

X->a x=a

a) limVf(x)=VL, VLeR

X=a

(M # 0)

b) limc®=c*

¢) limlogf(x)=log(limf(x))=log(L),logL€R
6) limf(x)=L, limg(x)=L ve f(x)<h(x)<g(x)
ise limh(x)=L olur.

Xx=>a

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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LiMIiT -1
KAVRAM VE OZELLIKLER

Ornek...13:

lim 5x2=2?
xX=>1

Ornek...14 :

lim (3x*—7 x?+12x+21)="?
x>0

Ornek...15:
lim (4x*~5x+13)="?

x>3"

Ornek...16 :
lim (5%+x%—4x+3)=?

X2~

Ornek...17 :
lim mzo
X2 x—=3 -

Ornek...18 :
im X=205
o4 |x—x2+2]

Ornek...19 :
lim sz_&+22:?

wsa  V2x+17

www.matbaz.com

—
N—

Ornek...20 :
limf(x)=5, limg(x)=2 ise

X=a X=a

|im(f(x).g2(x)—LX))):?

x>a g (X

Ornek...21 :
lim (x5+4 x*+2x3—x2 ):?

X7

x>1*

Ornek...22 :

lim f(5—x)="?
x»2*

Ornek...23:

lim (fof )(x)="? St 3

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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LiMIT -1
KAVRAM VE OZELLIKLER

TRIGONOMETRIK LIMITLER
2y ain?
y=sinx ve y= cosx fonksiyonlari tim reel lim Cm;(o%:?
sayilarda tanimlidir dolayisiyla Xaﬁ
3
lim sinx=sina, lim . cosx=cosa
X->a X=a
y=tanx ve y=tanx fonksiyonlari tim reel
saylilarda tanimli degildir.Tanimli oldugu
her nokta i¢in
lim tanx=tana, lim cotx=cota
x->a x->a im lcosecx|_,,
Tanimli olmadigi noktalarda gerekirse '5n+ tanx
sag ve sol limitlere bakilmalidir. X2
lim sinx="? [\
x->X
€
o
(5]
N
©
)
"‘; i COSX
lim 2sinx—cosx:? £ X |cosx]
x5 SiNX+cosx 3
4 3
3

—
N—

. sin?x—tan®x

lim - =

x> sec”x
4

?

Limit konuduna katkilari i¢cin arastiriniz
Cauchy
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LiMIT -1
KAVRAM VE OZELLIKLER

DEGERLENDIRME

1)  x-»-3% olduguna gére, x°+40x+1
ifadesinin degerinden kiiclk en bliylik tam
sayl kactir?

2) lim (ﬁ):% ise a>0 sayis| kagtir?

3) lim(2x*+ax+5)=0 ise a sayisi kagtir?
x=1
(3%+4%)
8 lim|—>—|=2
X2 2

5) limlog(x—3)=?

X2

N
_

—
N—
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6)

7)

8)

9)

10)

lim In(x—3)="?
x4

lim In(x—2)="?

x=1

limf(x)=L=limg(x) ve
lim (f(x).g(x)—3f(x)+2)=0- ise
lim (f(x)+g(x)) kag olabilir?

X=>a

lim (x7—2 x%9+3x2+4) =7
X2

lim | X2 ]=2
x5\ X“+25

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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LiMIT - 1
KAVRAM VE OZELLIKLER

11)

a) lim f(x)=2?

x5

12)  lim (X%
x=20~

13)

lim f(x2)
x0t 5
lim f(x3)

x>0

14)

lim (fofof )(x)="?

x=>1*

15) ABCD bir

dikdértgen ve G
noktasi bu
dikddrtgenin agirhk
merkezi olsun. F
noktasi ABCD nin i¢
bdlgesinde bir
noktadir.

BC
BE1=B% B

[Alaeco)|

lim =
F+G

Ay

s

\

1 2
D C
<

G.

Fr_a
A K B
@ise
4
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LiMIT -2
PARGALI VE MUTLAK DEGERLI FONKSIYON

OZEL TANIMLI FONKSIYONLARIN LIiMITi :

I. PARGALI FONKSIYONUN LIiMITi :

Limit alinacak nokta kritik nokta degilse
once dal segilir, sonra normal limit islemi
uygulanir. Limit alinacak nokta kritik
nokta ve istenen yén belirtiimemisse bu
noktada sag ve sol limit degderine
bakilarak karar verilir.

Ornek...1:
f(x)= 22x—1 ; X<5
X—26 ; x>5
seklinde tanimlanan f fonksiyonu igin
a) limf(x)=?
X2
b) lim f(x)="?
X9
c) lim f(x)=2?
X5
d) lim f(x)=?
x»5%

degerlerini hesaplayiniz.

Ornek...2 :
f(x)= 5 ; X<2
2x+1 ; x>2

seklinde tanimlanan f fonksiyonu igin

lim f (x)="?

X2

Ornek...3:
f(x)= e"—Inx, x>1
x’+a , x<1

seklinde tanimlanan f fonksiyonunun tim reel

saylilar i¢in limiti varsa a kagtir?
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Il. MUTLAK DEGER FONKSIYONUN LiMiTi:

Mutlak deger igceren fonksiyonun limiti
alinmadan 6nce fonksiyonun.aranan x
dederi civarinda kuralinin ne olacagi
bulunmalidir. Limit alinacak nokta kritik
nokta ise bu noktada sag ve sol limit
degerine bakilarak karar verilir

Ornek.:4':

f(x)=|x2-4| fonksiyonu igin,
1) lim f(x)=?
x=3

2) lim f(x)=?
X6
3) lim f(x)=?
x>-2"
4) lim f(x)=?
x»-2*
Ornek...5 :
f(x)=x.|x| fonksiyonunun x=0 noktasinda limit
var midir?
Ornek...6 :
lim m:?
x>0 X

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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LiMIT -2
PARGALI VE MUTLAK DEGERLI FONKSIYON

DEGERLENDIRME

1) f(x)= Inx O<x<1
e x>1
seklinde tanimlanan f fonksiyonu igin
lim f(x)="?
x->1
2) f(x)={ MX*N, x<0
ax“+bx+3n—2, x>0

seklinde tanimlanan f fonksiyonu igin her reel sayi
icin limite sahipse n kagtir?

Xj, x<0
3) f(x)={ %

X“—4kx+m—k, 0<x<3

mx+2, x=>3

seklinde tanimlanan f fonksiyonu igin her reel sayi
icin limite sahipse (m,k) kagtir?

x3—x, X< 1
4) f(x)= | x%+3x—4, 1=x<2 sekinde
X+7, X=2

tanimlanan f fonksiyonu kag reel sayi degerinde
limite sahip degildir?

www.matbaz.com

5) |im 5*2=2

x=0
! X+ 1
EASMLY SRL ]
6) le_r)'r: X+3|
2
x“—4|
7 =7
) xI-I)2_ X+2
2
8 lim X =34=2
x>-2" X+2

(Y.G: Once fonksiyonu tanimlayip sonra limiti
aliniz)
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LiMiT -3
% BELIRSIZLIGi

LiMIT HESABINDA BELIRSIZLIK DURUMLARI

3 2
y=f(x) fonksiyonu igin bazen lim f(x) lim X =3xT+3x-1_,
x=a X1 x2—2x+1
dederi bulunurken x yerine a
yazdigimizda
0 »

0’ © o0—oo, 0.0, 1°°,c:o0 durumlari ile
karsilasabiliriz. Sonu¢ olarak f(x)

fonksiyonunda X-=?a veya X=o© ig¢in
hesaplanan limit yukaridaki ifadelerden

biri oluyorsa, bir belirsizlik durumu vardir (X—6)2

denir. Belirsizlik giderilerek limit var ise lim 2 =7
bulunabilir.
Limit hesaplandiginda ortaya ¢ikan
sayltlarin gercek 0 ve gercek 1 (\
olmayabilecegine dikkat ediniz. im &_@ )
3 ="
§ X_)S X _27
% BiCIMINDEKI BELIRSIZLIKLER °
N
©
el
lim —f(x)zg belirsizligi giderilirken -
g(x) 0 ©
X->a £
a) kesrin pay ve paydasinda (x—a) s
carpani sadelestirilebilir 3
3
b) pay ve payda 1 ile genigletilebilir (!!)
c) degisken degistirilebilir \/ 2_R2
) degis gis lim ¥6 he:?
h
Son durumda ifadeler dizenlenir, h-y y
sadelestirme yapilir ve limit alinir.
2
lim (X _24)—’?
x»2 \ X7
lim 3&_1:?
x->1 Vx—1
Yol gbsterme: x=t® degisken degistirmesi
yapabilirsiniz.
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LiMiT -3
% BELIRSIZLIGi

UYARI

f(x)

lim —=5 €R ve lim g(x)=0 oluyorsa
X->a g(x) x=a

lim f(x)=0 olmalidir. Buradaki bélimin
X=>a
limit degeri belirsizlik kaldirildiktan sonra
bulunmustur.

2

. +ax+ .

lim w:kelR ise a+tk="?

x>1 X7

. X2+mx+n : o

lim ?:nelR ise (m,n) ikilisini

x=>1
bulunuz.

. x—3 1 .

lim ————=— ise m=?

X3 x“+mx+3 2

www.matbaz.com
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LIMIT-3
% BELIRSIZLIGi

DEGERLENDIRME — 1

2_
1) lim 2x 27x+6=?
X2 x“—4
2_
2) lim 49x“—64

8 6x°—3x3-8x+9
X>—

3_
3)  lim X2 o

X33 x2—8x+15

=7?

www.matbaz.com

4)

5)

6)

2

lim M:kelR ise a+k="?
X+2

X=>-2

. X—5 .
lim ————=r#0 ise m="?

2
x5 X“+tmx+1

lim |X§_1|=?
x»>1" X -1

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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LiMIT -4
SUREKLILIK

FONKSIYONLARDA SUREKLILIK

BiR NOKTADA SUREKLILIK

A cRigin f:A 2> R bir fonksiyon olsun.

a € A olmak uzere,. lim f(x)=f(a) oluyorsa
X=>a

f fonksiyonu a noktasinda siirekli
denir. Bir noktada surekli olmayan
fonksiyona o noktada siireksiz bir

fonksiyon denir.

Tanima gore f a da slrekli ise:
1) f fonksiyonu a da tanimli,
2) lim f(x) var ve
X=a
3) lim f(x)=f(a)
X=>a
kosullarinin t¢l de gerceklesmelidir.

Grafigi asagidaki gibi olan fonksiyonlar x=a
noktasinda strekli midir?
AY AY .,

b\:/=f(x)

a ¢

\ ko

9

AY AY
=f(x
y< ! \\/yzf(X)
X : X
0 a " 0 a -
X*+a ;. x=3
= 2
f(x) x2—x x<3
X—4

fonksiyonu x=3 noktasinda slrekli ise a
kagtir?
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ae*: x=0
f(x)= | 1+sinx . 0
2+4x

fonksiyonu x=0 noktasinda slrekli ise a
kagtir?

=41
x*—x
fonksiyonu hangi noktalarda sureksizdir?

f(x

TANIM KUMESINDE SUREKLILIK

A c R ve f:A » R bir fonksiyon olsun.
Her x € Aicin f fonksiyonu surekli ise f
tanim kiimesinde surekli bir fonksiyondur
denir. Ornegin polinom fonksiyonlar
tanim kiimesinde surekli olan
fonksiyonlardir.

SAGDAN VE SOLDAN SUREKLILIK

1) lim f(x)=f(a) ise f soldan sirekli
x-a

2) - lim f(x)=f(a)
x»>a”*

denir.

Bir fonksiyonun bir noktada sirekli

olmasi i¢gin sagdan ve soldan sitrekli

olmasi gerekir.

ise f sagdan siureklidir

x*—a 7 X<5

ax+4 ; x=5

(b—3)x+4a ; x>5

fonksiyonu 5 noktasinda sagdan sirekli ise
a-5b kagtir?

f(x)=

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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LiMIT -4
SUREKLILIK

SUREKSIZLIK

| cR ve f:l » R fonksiyonu a € R olmak
Uzere x=a noktasinda surekli degil ise f
fonksiyonu x=a noktasinda siireksizdir
denir.

BAZI FONKSIYONLARIN SUREKSIZ OLDUGU
NOKTALARI BULMA

1) RASYONEL FONKSIYONLAR :

f(x)=P(x)/Q(x) ve P(x) ve Q(x)polinom
fonksiyonlar ise Q(x)=0 oldugu
noktalarda f de tanimsiz olacagindan bu
noktalarda fonksiyon sureksizdir.

5x—3
f(x)=—7"——
() X2—5x+6
noktalarin apsisleri toplami kagtir?

fonksiyonun sireksiz oldugu

2) IRRASYONEL FONKSIYONLAR:

f(x)=%g(x)
sureklidir.

fonksiyonu- g(x)=0 igin

2

f(x)=%2x=3 ve g(x)=—2

7 fonksiyonlari

hangi noktalarda sureklidir?

3) PARGALI FONKSIYONLAR :

www.matbaz.com

Dallari olusturan fonksiyonlarla beraber
kritik noktalarda (yani fonksiyonun kural
degistirdigi noktalarda) sureklilik olup
olmadigi arastiriimalidir.

sinx

; x<0
X
f(x)= In(x+1) ;  x=0
X
: x>0
x*—1

kag¢ noktada streksizdir?

Fonksiyonlarin surekli olduklari araliklari
yaziniz?

_ay2 — sinx
a) f(x)=3x*-5x+2 b) h(x) 2 cosx
c) u(x)=vVx*=x+12 d) v(x)=¥x-12
x2—x 1 x<0
t(x)= | y2_
e) t(x) XX\ g
—4
2
)ﬂ ; X#3
t(x)= | X3
m.cos(x—3 - x=3
X2+9 1 -

fonksiyonu reel sayilarda strekli ise m degeri
kagtir?

BIR NOKTADA SUREKLI FONKSIYONLARIN
OZELLIKLERI

A c R olmak tzere f:A° > Rve g:A » R
x=a € A da surekli iki fonksiyon ise fxg

f.g, é ve k.f (k € R) fonksiyonlari da

slrekli olur.

KAPALI BiR ARALIKTA SUREKLI
FONKSIYONLARIN OZELLIKLERI

f:[a,b] » R tanim kimesinde surekli bir
fonksiyon ise
1) f fonksiyonu bu aralikta sinirhidir. Yani
Her x € R icin |f(x)|<B olacak sekilde
B € R vardir.
2) f fonksiyonu [a,b] araliginda
maksimum ve minimum degerlerine
sahiptir.
3) a<xi<xz2<b igin f(x1) # f(x2) ise

Bazi ¢ € (x1,x2) 6yle ki

f(c) € ((f(x1),f(x2))

f:[-2,1] > R f(x)=x2+3x fonksiyonu x
eksenini keser mi?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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LiMIT -4
SUREKLILIK

DEGERLENDIRME

1) f(x)z\/><2—4>;—12

X
fonksiyonunu stireksiz yapan x degerleri nedir?

2) f(x)=19—-[4x—12]
fonksiyonunu strekli yapan x degerleri nedir?

x—1
3) v (x):\:/
x*—1
fonksiyonunun surekli oldugu en buylk kiime
nedir?

4) g(x)=log,_,(Inx)
fonksiyonunun sirekli oldugu en biyuk kiime
nedir?
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5)

6)

7)

8)

f(x)=2%""

fonksiyonunu sureksiz yapan x degerleri nedir?

X*—a :  x<3
f(x)= ax+b ; x=3
bx+2 ; x>3

surekli bir fonksiyonsa a ve b yi bulunuz?

827 ;o x<3
f( ) X =7
X)= ax . "
x+2,7, " X=3
bx—2 ; x>3

fonksiyonu tam olarak 2 noktada siireksiz bir
fonksiyonsa a ve b yi bulunuz?

g(X): sinx
1+2cosx

fonksiyonunu [ 0,2t ) araliginda slireksiz yapan x
degerleri kag tanedir?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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LiMIT -4
SUREKLILIK

9)

10)

1)

f(x)=Vx’=7x—m

fonksiyonu tim reel sayilarda surekli ise m nasil

secilmelidir?

Grafige gore f(x) fonksiyonu
(-2,6) araliginda stirekli =
oldugu x tam sayi degerleri ! 4 !
toplami kagtir? : 3 ;
Ne X
-20 3 l "
AY
Grafige gore
9(x)=rr1
1+f(x)
fonksiyonu
(-8,9)

araliginda kag x
reel sayi degeri

igin -5

slreksizdir?

12)

13)

Grafige gore
y=f(x)
fonksiyonu reel
saylarda kag x

reel say! degeri }\ N\

icin
sureksizdir? ’/ \/

Sekilde y=f(x) fonksiyonun
grafigi veriliyor f(x)+g(x)
sureklidir.

Buna gore g(x) fonksiyonu
nasil bir grafige sahip
olabilir, giziniz?

Limit konusuna katkilari igin arastiriniz
Salih Zeki
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TUREV - 1
KAVRAM

ORTALAMA DEGISIM

Sekli inceleyiniz.

'Y y=Ff(x)
f(x,) W
L Ay=((x)=f(x)
f(x,) ‘//:Z ,,,,,,,,,,,,, )
X
0 )(1 X2 '

ortalama degisim olarak
Xo— %4
tanimlanir.
f(x,)—f(x
w ifadesinde x,=x,+h alinir ve
X,— X4

h sayisina kiclk degerler verilirse anlik
degisim elde edilir

Ortalama hiz, konum degisiminin
zamandaki degisime oranidir.

X . y=f(t)=2t2+3
21

y

0 1 3

Yukarida x(konum) t(zaman) grafigi verilen
bir hareketlinin

a) 1. ve 3. saniyeler arasi ortalama hizini
bulunuz.

b) 3.saniyedeki anlik hizini bulunuz. Bunun
icin t=3 , t=3+h anlari i¢in 6énce ortala
ortalama hiz1 , sonra da hesaplanan bu hizin
h ¢cok kiicik degerler alirken degerini
hesaplayiniz
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BiR NOKTADA TUREV

f:[a,b]»R bir fonksiyon ve xo - € (a,b)

olsun. Iim(f(x)_f(XO)
XX, X—Xp
bu limit degerine f fonksiyonun xo
noktasindaki tirevi denir.
f fonksiyonun xq noktasindaki tiirevi f'(xo)
df (x,) dy|
1 X , ,_
y'(Xo) ix
biri ile gosterilebilir. Eger bir fonksiyonun
Xo noktasinda tirevi varsa fonksiyon o
noktada tlirevlenebilir denir.

limiti mevcut ise

X=X, sembollerinden

f(x)=x2? fonksiyonu i¢in x=2 noktasindaki
tirevi tirev tanimini kullanarak bulunuz.

HATIRLATMA:

limf(x)  degerinin olabilmesi igin
lim f(x)=lim f(x) olmasi gerekirdi.

Benzer sekilde f fonksiyonun xo
noktasinda tlrevinin yani

f'(x,)=lim fx)=flxo) limitinin olabilmesi
XX, X—Xo

icin

(1) Pl )= im (4“*2:1(:0)) ve

(2)  f'(x,” )=lim

XXy

0
mevcut olmasi ve bu limitlerin birbirine
esit olmasi gerekir.

(f(x)—f(xo)

) limitlerinin

Burada (1) e fonksiyonun x=x, noktasinda
sagdan tirevi (2) ye ise fonksiyonun x=x,
noktasinda soldan tirevi denir.

Kritik noktaya sahip fonksiyonlar eger

1. bu noktada surekli

2. bu noktada sagdan ve soldan ayni
turev degerlerine sahipse, tireve
sahiptir.
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TUREV - 1
KAVRAM

2x—3 x<1
f(x)=
() X x=>1

fonksiyonu reel sayilarda turevli midir?

3
f(x)={X x<1

X x=1
fonksiyonu x=1 noktasinda tlrevli midir?

f(x)=|x| fonksiyonun x=0 noktasinda tiirevi
var midir?
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NOT

f'(x,)=lim

XX,

(f(x)_f(XO) ifadesinde x=xo+h

alinirsa  f'(x,)=lim (M) olarak

h->0
yeniden yazilmis olur.

y=f(x)=3x+1 fonksiyonu igin f'(5)=?

TUREV FONKSIYONU

f:[a,b]»R bir fonksiyon olsun.
[a,b] nin alt kimesinden R ye
#(x)=lim (f(x+h)—f(x))
h-0 h
seklinde tanimlanmis fonksiyona f
fonksiyonun turev fonksiyonu denir.

f(x)= x2+1 fonksiyonu icgin f'(x) fonksiyonunu

hesaplayiniz.
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TUREV - 1
KAVRAM

TUREV TEGET ILISKISI

2 y=f(x)}-,
f(x,+h) g
/
f(x,)
‘X
0 X, X, +h

Sekilden de anlasilacagi gibi
f.(xo):”m f(X0+h)7f(X0)
h-0 h
varsa Xx=Xo noktasinda g¢izilen tegetin
egimini verir. Baska bir deyisle f'(x,)
degeri y=f(x) egrisine x= X,
cizilen tegetin egimidir.

limit degeri

eger

noktasinda

TEOREM ( TUREV SUREKLILIK iLiSKiSI)

Bir fonksiyon bir noktada tiirevli ise o
noktada siureklidir.

TEOREMIN SONUGLARI

1) f(x) fonksiyonu herhangi bir noktada siirekli
degilse bu noktada tiirevli de degildir.

2) f(x) fonksiyonu siirekli iken tiirevli olmayabilir.

Ornegin f(x) grafiginde késelere sahip
oldugu noktalarda turev degerine sahip
degildir.

Asagidaki 6rnegin sekillerini inceleyiniz.

‘\“y

a)

y=f(x) fonksiyonu x=c¢
noktasinda slreksiz
oldugundan tirevsizdir.

=fi
R

b) AY
y=f(x) fonksiyonu x=c¢
noktasinda késeye sahip
oldugundan oldugundan
tirevsizdir.

y=f(x)

A Ao
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c)

y=f(x) fonksiyonu x=c
noktasinda kdseye sahip
oldugundan tirevsizdir.

y=f(x)

d)

y=f(x) fonksiyonu x=c
noktasinda késeye sahip
oldugundan tirevsizdir.

A B

e)

y=f(x) fonksiyonu x=c¢
noktasinda tedetin egimi
sonsuz oldugundan
tirevsizdir.

Sy V=)

X
>

a 0 b

(a,b) araliginda y=f(x) fonksiyonu kag

noktada tlreve sahip degildir?

Y y=f(x)

/\

~ N \o

Ao

Sekilde grafigi verilen y=f(x) fonksiyonunun

ka¢ noktada tlrevi yoktur?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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TUREV - 1
KAVRAM

X*—x+a

fonksiyonu R’ de turevli ise a nasil
secilmelidir?

f(x)= Bx+ax’  x<0
2kx+c+1 x=0
fonksiyonu Reel sayilar kiimesinde tirevli
ise c kagtir?

DEGERLENDIRME

1)  f(x)=3x+5 olmak lzere,

lim (%2(4)) =?

x4

2) f(x)=3xise Iim(w) =7

h-0

3) f(x)=x® fonksiyonu igin tirev tanimini kullanarak x=2
noktasindaki tirevini bulunuz.
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4) f(x)=|X x<0
3x x=0

fonksiyonu x=0 noktasinda tiirevli midir?

5) Yanda grafigi 4y y=f(x)
verilen y=f(x)
fonksiyonunun 3
reel sayilarda kag Py —
noktada tlrevi :
yoktur? a X
hd _>
0 b ¢
6) Yanda grafigi SAy =f(x)
verilen y=f(x)
fonksiyonu igin, 2
(-3,4) araliginda
kag¢ noktada 1 :
surekli oldugu i X
halde turevi -3 -2 —1\0 1 3 4
yoktur? 1
7)) f(x)= n2x+2 fonksiyonu R\{a,b} de
mx°“—x+3

tirevli ise m nasil secilmelidir?
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TUREV - 2
KURALLAR-1

TUREV KURALLARI :

Takip eden turev kurallarinin hepsi
turevin limit tanimi kullanilarak
bulunmustur. Biz bunlardan sadece ilk
ikisinin ispatini verecegiz.

SABIT FONKSiYONUN TUREVI

f(x)=c € Rise f'(x)=0 olur.

ISPAT

e e e A

f(x)=—7 ise f'(x)=?

f(x)=—3% ise f'(x)=?

f(x)=sin’x+cos’x ise f'(x)=2

KUVVET FONKSIYONUN TUREVI
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f(x)=x" ise f'(x)=n.x""*

iISPAT

f(x)=x ise f'(x)=?

f(x)=x® ise f'(x)=?

f(x):% ise f'(x)=?

f(x)=Vx ise f'(x)=2

f(x)=o ise f(x)=?
X

UYARI

f tirevlenebilen bir fonksiyon ve ¢ € R
ise (c.f)! = c.f' olur.

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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TUREV - 2

KURALLAR-1

Ornek...9:

f(x)=9x> ise f'(x)=?

Ornek...10/
f(x)zg%? ise f(x)=?

Ornek...11 :
f(x)=22 ise f'(x)=?

Ix

TOPLAM VEYA FARKIN TUREVI

f ve g turevlenebilen iki fonksiyon ise
f<g de f ve g nin tirevlenebildigi
noktalarda turevlenebilir ve (f ¢ g)' = f
¢ g
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Ornek...12:

f(x)=x>+x* ise f'(x)=?

Ornek...13:

f(x)=3x"-2x° ise f'(x)=?

Ornek...14 :
f(x):6x3—7x2+% ise f(1)=?

Ornék...15 :

f(x)=ax"+bx* ise f'(x)=?

Ornek...16 :
f(x)=(x*+x%)(4x—3) ise f'(x)=?

Omnek...17 :

3 2
f(x):—4x _3X2_6X+5 ise f'(x)=?
X

Ornek...18 :

f(x) polinom fonksiyon ve
f(x)+f'(x)=2x*-3x+2- ise f(0)=?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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TUREV - 2

KURALLAR-1
Ornek...19 : GARPIMIN TUREVI
30
f(x)=) (=x)"™* ise f(1)=2 f ve g iki fonksiyon olmak tizere , f. g
k=0 fonksiyonu da f ve g nin tirevlenebildigi
noktalarda tirevlenebilir ve
(f(x). g(x)] =F(x).g(x) +f(x).g"(x)
Ornek..:22 :
f(x)=x*(4x=3) ise f'(x)=?
Ornek...20 :
30 i
f(x)=Z(§) ise f(1)=7 Ornek...23 :
=t N\ f(xX)=(x*=x)-(x*+1) ise f'(-1)=2
€
(]
(&)
»
o
©
€
2
E
E
__ \/
Ornzek.n..21 : Ornek...24 :
f(x):Z(%) ise f'(1)=2 f(x)=(x?+2x+4)+(x—2) ise f'(10)=?

Ornek...25¢;
f(x)=(x—1)(x=2)(x—-3) ise f'(4)="?
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TUREV - 2
KURALLAR-1

f(x)=(x—1)(x—2)(x—3) ise f'(3)="?

BOLUMUN TUREVi

f ve g iki fonksiyon olmak tzere f de f

ve g nin tirevlenebildigi noktalarda
turevlenebilir ve

f(x):zi(:(l ise . f'(x)=?
£(x) 3;‘:51 e fi(x)=h(x) ise h'(x)=?

—
N—
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T ¥x+1
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TUREV - 2
KURALLAR-1

DEGERLENDIRME 4) f(x) polinom fonksiyon ve
f(x).f'(x)=2x*~x’+10x+d ise d kagtir?

1)  f(x)=sin’2x—cos’2x+cos4x ise f'(x)=?

2) f(x):i (x)? ise f'(1)="

5)  f(x)=(x*+x%)(4x-3) ise f'(1)=?
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3)  f(x)=Vx.(Vx=Vx) ise f'(64)=2

6) f(x)=(x—1)(x—2)(x—3)...(x—10) ise f'(4)="?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi 5[6



TUREV - 2
KURALLAR-1

2
7y f(0)=(=X se f(1)=2
X +1

olduguna gore f'(1)="?

9) Fonksiyonlarin 6nce terslerini sonra turevlerini
bulunuz

a) f:R-R,f(x)=3x+5 ise (f1)'(x)=?

b) f:R-{2}>R-(3], f(x)= ise
() (1)=2

www.matbaz.com

c) f:RSR , f(x)=1x%+2 ise (fY)'(x)=2

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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TUREV -3
KURALLAR-2

TUREVDE BILESKE KURALI

_NOT

f:A->B ve g:B»C olmak Uzere,

gof:A->C verilsin. f fonksiyonu x
noktasinda ; g fonksiyonu ise f(x)
noktasinda tirevlenebiliyorsa (gof)(x)
fonksiyonu x noktasinda tirevlidir ve

(gof)'(x)=g"(f(x)).f'(x)

olarak tanimlanmistir

Ornek...1:

f(x)=x*—1, g(x)=x*+1 olarak veriliyor,

a) (fog)'(x)="? b) (gof)'(x)="

Ornek...2:

f(x)=x*-3x, g(x)=x*+2 olarak veriliyor,

a) (fog)'(2)=2 b) (gof)'(2)="?

Ornek...3:
f(x)=3x?—x ise (fof)'(1)=?

www.matbaz.com

y=u(x), x e bagh bir fonksiyon ise,
y=f(u)>y'=f"(u).u' bigimindedir.

Ornegin  y=f(x*+x)>y'=f"(x*+x).(2x+1) dir.

Ornek...4¢
f(x*—x)=6x>—2 ise pozitif x igin f'(2)="?

Ornek...5:
f(x’)=2x*-5x+6 ise f'(—8)="?

‘ BILESKE VE KUVVET KURALININ GENELLEMESI

y=u">y'=n.u""".u'

Ornek::.6 :

y=f(x)=(x*+8x*~6x+1) ise dy _,

dx

Ornek...7 :
f(x)=(x*-x—1) ise % =?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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TUREV -3
KURALLAR-2

Ornek...8 :
f(x)=(x*+x)*+(4—2x)* ise f'(0) =2

Ornek.»9':
g(5)=—3, g'(5)=—2 ve f(x)=g*(x*-3) ise
f'(2) =2

Ornek...10 :
f(x)=Vx2+3x+2 ise f'(3) =?

Ornek...11 :
f(x)=Vx+Vx ise f'(1) =2

Ornek...12:
g2(x3+1)=f3(x2+1).h(3x-1) igin

f(2)=3 g(2)=-2 h(2)=-1

f1(2)=4 g'(2)=1 h'(2)=?

www.matbaz.com

Ornek...13:
f(x)=2x2-3x ve g(x)=x-x2, h(x)=3x-4 ise
(hogof)'(2)="?

‘ ZINCIiR KURALI

) d
- ise dy_dy du dt
u—g(t; '8¢ ax Tdu’ dt dx

olarak hesaplanir.

Ornek...1:

y=u’-2u , dy _o

3 .
u=x"—x ise =%
dx

Ornek...2:
1

y:3X2_2X , X:J’ u:n2_3n+1

olduguna goére, % n=0 i¢in kactir?

Ornek...3:
y=t>+5t , t=6u®, u=2x—3 ise % x=1 igin
kactir?
12. Sinif Matematik Konu Anlatimi 2/4



TUREV - 3
KURALLAR-2

DEGERLENDIRME 5)  f(x)={x+Vx+/x Ise f'(1)=2

1) f(x)=2x’+3x , g(x)=x’-4 ise. (fog)'(1)=?

2)  f(2x’+3)=6x"-3x+2 ise f'(1)=?

dy

=x%— = — i = =7
6) y=x-2x, x=u+5u-32 ise o =7
3)  f(x)=(2x*-3x+1)° ise f'(2)=? A
£
)
o
N
©
2
©
E 7)  y=x’+3x , x=t’+t, t=u*-3u+1 ise % u=0
s icin kagtir?
3
4) fz(x2«2):gz(X§72).h(2x273x) iGin :
f(2)=1, g(2)=4, h(2)=-2, f(2)=-2ve g'(2)=-3
olduguna gore, h'(2) kagtir?

8) x=2t ve y=2t>+3t parametrik esitlikleri ile verilen

egri igin % =? (Once y=f(x) i elde ediniz)

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi 3/4



TUREV - 3

KURALLAR-2
d) f:R>R , f(x)=x’+2 ise (f')'(34)=2
9) Fonksiyonlarin énce terslerini sonra tirevlerini

bulunuz

a) fi(—w,—3)>(-6,0) , f(x)=x+6x+3 ise

(F1)'(x)="

b) Uygun sartlarda tanimli  f(x)=vx+2

fonksiyonu igin  (f")'(x)=? N
£
o
o
N
©
o
o
E
3
3
3

5 4 4x—7 .
R_(2I3R_[Z —
c) f:R 13} R {3} , f(x) 35 Is©
(f1)'(x)>0 esitsizliginin ¢dziim kiimesi nedir?
4/4

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi



TUREV -4
ARTAN AZALAN FONKSIYONLAR

TUREV VE ARTANLIK AZALANLIK

f:AcR->R, y=f(x) olsun

her x1<x: igin f(x1)<f(x:) oluyorsa f
fonksiyonu artan

her x1<x, icin f(x1)>f(x2) oluyorsa f
fonksiyonu azalan fonksiyondur.
A Ay VO

f(x

2:

f(x,) y=f(x)

f(x,) fx o=

™ 1 O i
H X
ax X b> a X

P x
1 2 1

Her x, <x, ve f(x,) <f(x,)
oldugundan f(x) artandir

X, b

Her x, < x, ve f(x,) <f(x,)
oldugundan f(x) azalandir

TEOREM

f:AcR->R, y=f(x)
fonksiyonunda

olsun. Tirevli y=f(x)

Vxe(a,b)cA f(x)>0
(a,b) araliginda artan;

ise f fonksiyonu

Vxe(a,b)cA f'(x)<0 ise -f fonksiyonu
(a,b) araliginda azalan bir fonksiyondur.

Geometrik yorum: Verilen aralikta cizilen
teget dogrularin egim acilari trevin
isaretidir

Azalan fonksiyon Artan fonksiyon

RERGLY

1
i
I
i
I
|
i
i

O
5P

0
; (S) ‘

a/ x b P x
m=tan®= f(x,) <0 m=tan©= f(x,) >0

www.matbaz.com

Ozet olarak bir fonksiyonun artanligi ve
azanligi arastirilirken fonksiyonun

tirevinin isaretine gére yorum yapilir.

ispat x,e (a,b) ve f'(Xxo)>0 olsun. Bu
durumda f'(xo")>0 olur. Yanii
im f(xo+h)—f(x,)
h=0" h
pozitiftir. h>0 oldugundan
f( xo+h)-f(xo) > 0 veya f( xo+h)>f(Xo)
olmalrdir. f'(xo7)>0 oldugu durumu da siz
goOsteriniz

limitinin degeri de

f(x)=2x+1 fonksiyonunun artan ve azalan
oldugu araliklari belirtiniz.

f(x)=x2+4x fonksiyonunun artan ve azalan
oldugu araliklari belirtiniz.

f(x)=x3-x fonksiyonunun artan ve azalan
oldugu araliklari belirtiniz.

f(x)=x3® fonksiyonunun artan ve azalan
oldugu araliklari belirtiniz.

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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TUREV -4
ARTAN AZALAN FONKSIYONLAR

3
f(x):%—mx2+4x+2 fonksiyonunun daima

artan olmasi icin m nasil segilmelidir ?

y=f(x) fonksiyonu (-5,-1) araliginda negatif
tanimli artan bir fonksiyon ise ayni aralikta
asagida verilen fonksiyonlarin artanlik
azalanlik durumlarini inceleyiniz

a) y=f(x)

[EEY

b) Y=

c) y=x.f(x)

d) y=f(x® (uygun tanim kiimesi igin)

Grafigi verilen y=f(x)
fonksiyonunun artan ve
azalan oldugu araliklari
belirtiniz

Turevinin grafigi verilen
y=f(x) fonksiyonunun
artan ve azalan oldugu
araliklari belirtiniz

Y bk/ >x
y
y=f'(x)
VN N

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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TUREV -4

ARTAN AZALAN FONKSIYONLAR

Ay
DEGERLENDIRME 4) Turevinin grafigi verilen
1) y=f(x)=—x*—3x+1 fonkiyonunun artan oldugu y=f(x) fonk§|yonunun_ - 2 X
en genis aralik nedir? artan oldggu e€n genis >
acik (a,b) ise a® kactir / -1 \ 00
y=f(x

2-x+2

2) Olgug'ﬂzralIkla‘;?g';ﬁ%?]?:”“” artan ve azalan 5) y=i(x) fonksiyonu (-2,2) araliginda pozitf
tanimli azalan bir fonksiyon ise ayni aralikta
asagida verilen fonksiyonlarin artanhk
azalanlik durumlarini inceleyiniz

a) y=Ff(x)
X3 2 . .
3) f(x):g—mx +mx+2 fonksiyonunun daima artan b) y=f(—x)
olmasi i¢in m nasil secilmelidir ?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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TUREV -5
EKSTREMUM NOKTALARI

YEREL MAKSIMUM VE YEREL MiNIMUM:
f <0 f >O/‘
f:A->B, y=f(x) siirekli fonksiyonu / :
verilsin. Xo € (a,b) olmak tzere f s <0
fonksiyonu (xo— € ,Xo+) € araliginda en E L4 ’\
buyuk degerini xo noktasinda aliyorsa _i_,x x i X
fonksiyonun bu noktada yerel maksimumu X, X, X,
vardir denir. Sekliinceleyiniz. f fonksiyonun da ffonksiyonunda  f fonksiyonun da
(%,,f(x,)) noktasi (%, f(x)) noktasi  (%,f(x,)) noktasi
Yandaki sekilde xo 1 Y4 yerel maksimum yerel minimum  yerel ekstremum
icine alan bir noktasidir. noktasidir. noktasi degildir.
aralikta f(Xo) (x,) \<f(><)
degerinden daha .
biyuk bir gériintuye N . NG <0
sahip deger D X
bulunmadigindan /0 X, " Y
f(xo) degeri yerel i X
maksimum ve x, noktas: yerel a b
maksimum noktasinin apsisidir. X a b (ab) araliginda tanim-
f fonksiyonun da ffonksiyonu ug  lanan f fonksiyonun da
Benzer bir diisiinceyle x; € (a,b) olmak (%,+f(%,)) noktast kn?ktalardf Iﬁ?dYglﬁé?%t)ii::éTZfs'
.. _ . | maksi ekstremumlara -
tsze_reey_xf(j_() EfO)n:f;)l/I%r:lr:da en kUQUk (\ yerr?okmt:simum sahiptir. tremum noktalari yoktur.
1 sl
degerini x. noktasinda aliyorsa . .
fonksiyonun bu noktada yerel minimumu .ﬂ ) <0
vardir denir. Sekli Vi £ =0
inceleyiniz. o f=0 } —o
€ x € M o i X
\O| Ay | B X —
: N B — X
Yerel maksimum © X ffonksiygnunda
veya yerel ; 2 f fonksiyonun da (X,.,(x,)) noktasi
minimuma kisaca fx) y=f(x) © XO’fI(XO)’k”9k‘aS' yerel minimum
erel maksimum
ﬁg:]ell ekstremum 1 E' Y/ nokiasidir. noktasidir.
' 2
Ozetlersek x=x, apsisini icide 3 .. . . .
bulunduran en az bir acik aralikta diger = TEOREM 1: SURE,KLI FONKSIY.ONLAR IGIN
tum x degerleri igcin f(x,)<f(x) oluyorsa EKSTREMUM DEGER TEOREMI
X=Xo yerel minimum noktasinin apsisi; . _ . S .
f(x,)>f(x) oluyorsa x=x, yerel maksimum \/ f:AcRR, y=f(x) strekli bir fonksiyon

ise f fonksiyonu A da maksimum ve

noktasinin apsisi olur. o M . S
minimum degerlerine sahiptir.

Sekli inceleyiniz.

Mutlak maksimum:
f nin alabilecegi
x:bkd_e verel || en biyiik deger.
maksimum Ayrica x=d de
vardir. Bu nokta yer)éﬂ maksimu TEOREM 2
Civarinda daha vardir. XI:eA de
ik ded erel minimum o . S
buylk deger O / Eger f fonksiyonu c gibi bir noktada
yoKtur. vargir. onu _ .
Mutlak rmmimum: : ~ ekstremum degerine sahip ve yine bu
f nin alabilecegi : noktada turevlenebiliyorsa f'(c)=0 olur.
en kuclk deger.
Ayrica x=a da
yerel minimum"g [yerel minimuni]
vardir. H Y Inimu X
a b c d e

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi 1’5



TUREV -5
EKSTREMUM NOKTALARI

UYARI:

X .
Bir fonksiyonun bir noktada tiirevinin 0 f:R>R, y:f(X)Zm fonksiyonun
olmasi fonksiyonun o noktada
ekstremuma sahip olmasini gerektirmez.

ekstremum noktalarint bulunuz?

KRITIK NOKTA

Xo, f fonksiyonun tanim kiimesinin bir
elemani ve f'(xo)=0 oluyorsa veya f'(xo)
yoksa x=xo kritik nokta adini alir. Sinirli
bir aralikta tanimli noktalar igin sinir
degerleri de ekstremum i¢in mutlaka
arastiriimahidir.

Genel olarak y=f(x) fonksiyonu
ekstremum degerlerini u¢c noktalarda
veya kritik noktalarda alir.

Mutlak maksimum

Yerel Ama Tiirev YOK
maksimum , N Ekstremum
Af=0 f<0 | YOK e
Ekstremum >0 y=f(x) el
YOK N f'< 0 f=G Yerel f(x)=y=x°+4x2+ax-3 fonksiyonun x=2 de
Mutlak =0 }'"'m“m ekstremumu varsa a ne olmalidir?
minimum . f:F\_ g
\_ f>0 Yerel e
minimupn| X ©
: : > N
a X, X, X, X, Xy b ©
Ke]
-
«
£
2
f:R>R, y=f(x)=x>-3x+2 fonksiyonun 2
ekstremum noktalarini bulunuz? 2

fiR->R, y=f(x)=x*+mx’+nx—2 fonksiyonu x=0
da maksimum, x=1 de minimum degerine
sahipse (m,n) ikilisini bulunuz?

f(x)=y=3x*-16x3+24x2 fonksiyonun ekstremum
noktalarini bulunuz?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi 2’5



TUREV -5
EKSTREMUM NOKTALARI

f:[-3,2]»R, y=f(x)=3x’-24 fonksiyonunun
maksimum degerini bulunuz?

f:R2>R, y=f(x)=x*-3x*+6x+2 veriliyor.
y=f'(x) fonksiyonunun minimum degerini
bulunuz?

AY
Grafik y=f(x) y=f(x) o
fonksiyonuna aittir. 7i2
Buna gore N
fonksiyonun yerel 2 IR
ekstremum -4 -2 0 1&43 5
noktalarinin

apsislerinin carpimi kactir?

www.matbaz.com

N—

Grafik y=f'(x)
fonksiyonuna aittir.
Buna gore
fonksiyonun yerel
ekstremum
noktalarinin
apsislerini belirtiniz?

Turevinin grafigi
sekildeki gibi olan
y=f(x)
fonksiyonunun
yerel maksimum
noktasinin apsisi
nedir?

T

N
N
<
1
—
N
—
\\x
N3
x

4 2 0 1& lz 5
i y=t"(x)

\ X

A(=3,0) B(4,0)

y=f(x)= x®-3x%+m fonksiyonunun grafigi x
eksenini 3 noktada kesiyorsa m nin kacg farkl
tamsayi degeri vardir?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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TUREV -5
EKSTREMUM NOKTALARI

fiR2>R, y=f(x)=x’-3x*+mx+n fonksiyonun
tersi varsa en kigiuk m tamsayisi kagtir?

f:R->R, y=f(x)=|x| fonksiyonunun yerel
ekstremum degeri nedir?

f:[-2,4]9R, y=f(x)=x|x*~1|+2x fonksiyonunun
mutlak maksimum ve minimum degerleri
nedir?

www.matbaz.com

f:R2R, y:f(x):x3+%xz—6x+1 fonksiyonu ve

y=k fonksiyonu hangi k degerleri i¢in 3 farkli
noktada kesigir?

f:R>R, y=f(x)=x*+x>+mx+3 egrisine y=-3
dogrusuna paralel olacak sekilde iki teget
cizilebiliyorsa m kagtir?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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TUREV -5
EKSTREMUM NOKTALARI

DEGERLENDIRME

1) y=f(x) fonksiyonu aY
veriliyor. f(x)
fonksiyonunun
yerel ekstremum
noktalarinin
apsislerini
belirleyiniz.

y=f(x)

2) f:R»R, y=f(x)=x’-4x>+mx+2 fonksiyonu x=1
de ekstremuma sahipse m kagtir?

AY
3) y=f'(x) fonksiyonu B(1,4)

veriliyor. f(x) y=f "(X)
fonksiyonun yerel k! O
minimum / x
noktasinin apsisini. —_; N 17 o
belirleyiniz.

A(6,-4)

4) f:[-2,3]»R , f(x)=y=x2+8x+1 fonksiyonun mutlak
maksimum ve mutlak minimum noktalarini
bulunuz?

www.matbaz.com

5) f:R->R, y=f(x)=x|x| fonksiyonunun yerel
ekstremum degeri var midir?

6) f:R=>R, y=f(x)= mx?-3x*+x+n fonksiyonun tersi
yoksa m kagtir?

2
7) fR-R, y:f(x):%ﬁé+2 yerel ektremum

degerleri carpimi 4 ise m kagtir?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi

5/5



TUREV -6
GRAFIK Gizimi

POLINOM FONKSIYONLARIN
GRAFIKLERININ CIiZIMLERI Grafikleri giziniz
1) f(x)=x*—2x-3

Polinom fonksiyonlarin grafikleri
f(x)=a,x"+a, X" +a, , X" *+...a;x+a,
seklindeki bir polinom fonksiyonunun
grafigini cizerken asagidaki yollar izlenir:

1. f(x) in tanim kimesi bulunur. Bu
fonksiyonlar her xeR i¢in tanimhdir.

2. f(x) in eksenleri kestigi noktalar
bulunur

x = 0 i¢cin oy eksenini kestigi nokta,
y= 0 icin ox eksenini kestigi nokta
bulunur. (y = 0 igin bir x degeri 5
bulunamiyorsa fonksiyonun Ox eksenini 2) f(x)=x"-9x
kesmedigi anlasilir)

3. Fonksiyonun gelis ve gidis yénine
bakilir.
limf(x) ve limf(x) limiti hesaplanir,
X0 X=>—0

bulunan degerler egrinin u¢ noktalarinin (\
hangi bélgede oldugunu gdsterir.

4.y =0 igin gift katli bir kéku varsa bu §
kokte grafik Ox eksenine teget; y = O igin o
tek kath bir kokl varsa bu koékte grafik N
Ox ekseni keser ©
Sekilleri inceleyiniz o]
y ©
Y £
y=f(x) y=ix) 3
X 3

X X 3 —y2(4—x2

| \1‘ > —- > 3) f(x)=x*(4—x°)
x+ tek katli kok , xo= ¢ift katli koktdr. \)

5. f(x) in turevine bakilir; yani
fonksiyonun birin turevi alinip sifira
esitlenir, fonksiyonun artan ve azalan
oldugu araliklar belirlenir. Turevin
kokleri varsa buluni bulunan bu kokler
fonksiyonda yerine yazilarak
ekstremumlar elde edilir.

Degisim tablosu yapilir.

6. Yukaridaki tum bilgili tabloya aktarilir.
Bu bilgilerin tamami koordinat dizlemine
aktarilarak grafik gizilmis olur.
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TUREV -7
TUREVIN GEOMETRIK YORUMU

TUREVIN GEOMETRIK YORUMU

TEGET DOGRU DENKLEMI

f:R->R,y=f(x)
fonksiyonuna
dizlemde A
karsilik gelen f(x,+h)
egri yanda ki
gibi olsun. f(x,)
Egrinin
P (xo0,f(x0))
noktasindaki
tegetlerini %o X+h
arastiralim. Bunun igin P(xo,f(Xo))
noktasinin sagida veya solundaki
A(xot+h,f(xo+h)) noktasini alip A ve P den
gecen keseni gizelim. Dikkat edilirse
f(xg+h)—F(xo)
h
gorulur. Simdi P noktasindan gegen
tegeti bulmak i¢in A noktasini egri
Uzerinde kaydirarak P noktasina
yaklastiralim. Bu islemi yapmakla h
degerini 0 a yaklastirmak ayni sey
olacaktir. Bu halde tegetin edimi h-0

f h)—f
icin M In alacagi limit degeri

AY

\ B

kesenin ediminin m= oldugu

olacaktir.

EGIM, TEGET DOGRU VE NORMAL DOGRU

y=f(x) fonksiyonun y

Uzerindeki (xo,f(X0))

noktasindan gizilen

teget dogrunun

eg%mi mgise fxg)
d

f h)—f

S P
h=0

olur.

\

Ayica mg=tan@ dir.

T noktasinda d teget dogrusuna dik olan
k dogrusuna ise y=f(x) in T noktasindaki
normali denir.

HATIRLATMA

Egimi m ve (xo,Yo) noktasindan gecen
dogrunun denklemi y-yo=m.(Xx-Xo) olur.

Dik dogrularin edimleri carpimi =1 dir.
Yani, mqg.myx = =1 dir.

Y~=Yo=My -(X—Xo)

NORMAL DOGRU DENKLEMi

E & =i -
y=Yo md-(X Xo)

y=f(x)=x*-4x+3 fonksiyonun x=3
noktasindaki tegetinin egimini bulunuz?

y=f(x)=x’-x fonksiyonun x=2 noktasindaki
normalinin egimini bulunuz?

y=f(x)=x2-7x fonksiyonun Uzerindeki P(1,f(1))
noktasindan gecen tegetinin denklemini
bulunuz?

y=f(x)=4x? fonksiyonun x=2 noktasindaki
tegetinin denklemini bulunuz?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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TUREV -7
TUREVIN GEOMETRIK YORUMU

AY
y=f(x) fonksiyonu ve \bﬂ'\ f(x)=3x’—6x+5 ve g(x)=mx’+(n=2)x—3 fonksiy
A noktasindaki tegeti jy onlarinin her x igin tegetleri paralelse m ve n
verilmi§tir. y| bulunuz.
g(x)=F(x}->- ise g y=f)
f(X) o X
. 60 -
fonksiyonunun x=4 0 >
deki tegetinin egimi
kagtir?
Ay f(x)=x*-3 fonksiyonuna A(4,0) noktasindan

y=f(x) fonksiyonu ve A
noktasindaki tegeti
verilmistir. h(x)=f(3x) \2 P
ise h fonksiyonunun x=1
deki tedetinin egimi
kagtir? 0 2

cizilen tegetlerin degme noktalarinin apsisler
toplamini bulunuz?

¥
www.matbaz.com

f(x)=x*+2 fonksiyonuna iizerindeki A(1,y)
; noktasindan ¢izilen normal egriyi baska
g(x):%—3x+a ile f(x)=2+x fonksiyonu hangi noktada keser?

tegetse a sayisinin negatif degeri kagtir?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi 2/5



TUREV -7
TUREVIN GEOMETRIK YORUMU

Tanim: Kesim noktasinda tegetleri dik olan
egrilere dik kesisen egriler denir.

2
f(x):; ile g(x):% egrileri dik kesisiyor ise
k kagtir?

f(X)ZeMX egrisine lzerinde apsisi € olan
noktadan c¢izilen tegetin x ekseniyle
sinirladigr bdlgenin alani kag birim karedir?

f(x)=v4x—4 egrisinin orijinden gegen
tegetlerinin degme noktasinin apsisi nedir?

www.matbaz.com

y=x-7 dogrusu lzerinde bulunup y=x?-x+5
paraboline en yakin noktanin-koordinatlari
nedir?

X3

f(x):€+x2—3x+1 fonksiyonun x eksenine

paralel tegetlerinin egriye deddigi noktalar
arasi mesafe kag birimdir?

f(x)=x2-2x-8 fonksiyonuna lizerindeki A(0,k)
noktasindan ¢gizilen tedetin eksenlerle
olusturdugu tdcgenin alani kag¢ birim karedir?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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TUREV -7
TUREVIN GEOMETRIK YORUMU

DEGERLENDIRME 5) y=f(x) parabolivebu . .= 4
paraboliin A y=f(x) y=g(x)
noktasindaki tegeti

1) f(x)=x*+ax+5 egrisinin x eksenini x eksenini kestigi olan y=g(x) dogrusu
noktalardan ¢izilen tegetlerin dik olmasi igin a ne veriliyor. A4,2)
olmalidir? k.f(x) X
h(x)=—" igin >
g(x)+x 0 B(2, 0)
h'(4)=1 isek
kactir?
2)  y=f(x)=x*-mx+4 fonksiyonuna orijinden gizilen
tegetler dikse m degeri kactir? m>0
6) B noktasinda teget YA y=f(x)
olan y=f(x) ve y=g(x) 1
(\ parabolleri veriliyor. B(-1y) A
h(x):M igin NY=9(x)
£ , g X) ‘X
° h'(-=1)="? 0 >
o
N
©
o
©
g
3) y=f(x)= x>+2x+7 fonksiyonunun hangi noktadaki 3
tegeti orijinden geger? :
7) f(x)=x*+3 fonksiyonuna orijinden gizilen tegetlerin
\) degme noktalari arasi mesafe kag birimdir?

4) y=f(x) fonksiyonu 1% y=f(x)
ve A noktasindaki
tegeti verilmistir.

g(xz):fz(x3) A(8, 2)
ise g'(4)="? 45°

8) f(x)=x>-x ve g(x)=3x-x? egrilerinin kesim
noktalarindan f fonksiyonuna gizilen tegetlerin
arasindaki aginin tanjanti kag olabilir?

¥ <
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TUREV -7
TUREVIN GEOMETRIK YORUMU

9) y=ax*+bx+c paraboliine orijinden cizilen tegetler

dikse a,b,c arasi hangi baginti vardir?

_ 4
10) h(x)_x+—2X+3

tegetlerinin degme noktalari apsisleri carpimini

kagtir?

11) f(x):% fonksiyonun x=1 apsisli noktasindan

cgizilen tegetinin eksenlerle olusturdugu bdlgenin

alani kag birim karedir?

12) y=f(x) fonksiyonu ve A y=f(x) 4
noktasindaki tegeti
verilmistir.
h(x)=x*.f(x) ise h
fonksiyonunun x=1 deki
tegetinin egimi kactir?

Y

A1, 4)

fonksiyonunun x eksenine paralel

www.matbaz.com

¥x

13) g(x)=x?+9 fonksiyonuna hangi noktalardan
cizilen tegetler orijinden geger?

14) y=x*+4 egrisine y=x dogrusunun en yakin
noktasinin apsisi kagtir?

15) y=x? egrisinin x=1 noktasindaki tegeti ve normali ile
y ekseni arasinda kalan kapali bolgenin alani kag

birim karedir?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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TUREV-8
MAKSIMUM MiNIMUM PROBLEMLERI

MAKSIMUM VE MiNIMUM PROBLEMLERI :
x*+(m—2)x+m°~3m+1=0 denkleminin koékleri
Minimum ve Maksimum Problemlerini carpimi en kiicik oldugunda kékler toplami
. ?
GCozmek Igin Genel Strateji ne olur?
Adim 1. Problemin ne istedigi, problemde
ne verildigi belirlenir.
Adim 2. Probleme uygun model
belirlenir : gerekirse sekiller cgizilir.
Minimum veya maksimum yapilmasi
istenen niceligi temsil edecek degisken
secilir ve ekstremum degeri istenen
fonksiyon yazilir
Adim 3. Adim 2 de bulunan fonksiyonun
tanim kimesi bulunur.
Adim 4. Kritik noktalar bulunur
Adim 5. Model ¢ozilur
Adim 6. Cézim yorumlanir (\ x?=(2+m)x+4-m =0 denkleminin kékleri x1 ve
X2 dir  x3+x3 en az kag olabilir?

Toplamlari 20 olan iki sayinin ¢arpimi en ¢ok
kacgtir?

www.matbaz.com

f(x)=x’-16x*+5x+3 fonksiyonu veriliyor. f
fonksiyonunun hangi noktadaki tegetinin
egimi en kicuktir?

x+y=20 ise x*y en ¢ok kag eder?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi 1’4



TUREV-8
MAKSIMUM MiNIMUM PROBLEMLERI

f(x)=x*+5x+3 paraboli Gzerinde bir noktanin 4

koordinatlari toplami en az kag-olur? Bir kenar uzunlugu 12
birim olan kare
seklindeki bir kartonun
koselerinden es
karesel bdlgeler
cikarilarak atilip-dsti
acik bir kutu yapihyor.
Kutunun hacmi en ¢ok
kag br® olur?

12 T .
y:7 egrisi Uzerinde orijine en yakin
noktayi bulunuz.

Tum ayritlarinin toplami 60 olan kare dik
prizmanin hacmi en ¢ok ka¢c cm kiptir?

www.matbaz.com

Yaricapi 6 birim olan bir kireyi igine
alabilecek minimum hacimli bir koninin
yiuksekligi en ¢cok kag birim olur?

Sekilde bir késesi orjin bir
kosesi y=4-x? ve iki kenari
eksenler Uzerinde olan
OABC dikdortgenlerden
alani en buyik olani kag
br2 dir? y:f(x):4.x2

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi 2[4



TUREV-8
MAKSIMUM MiNIMUM PROBLEMLERI

Sekilde O merkezli ceyrek
dairenin capi 24 birimse
sekildeki gibi ¢
olusturulabilecek
dikdortgenlerden alant en ¢ok
olanin ¢evresi kag birimdir?

(0] A

Sekildeki dikdértgen bicimli
nehirdeki hizi saatte 2 km/s

ve karadaki hizi 3 km/s olan 6
bir hareketlinin en kisa

sirede A noktasindan C

noktasina varmasi i¢in takip A
etmesi gereken yol ne
olmalidir?

Hipotenlisi 12 br olan bir dik G¢gen dik
kenarlari biri etrafinda dondirildiginde elde
edilecek kati cismin hacmi en ¢cok oldugunda
alani ne olur?

www.matbaz.com

DEGERLENDIRME

1) Cevresi 10 cm olan dikddrtgen alaninin
alabilecegdi maksimum degerini bulunuz.

2) Kenarlari x+3 ile 8—2x olan dikdortgenin alani
maksimum kag birim karedir?

3) x2+(16m-m3)x+1=0 denkleminin kdkler
toplaminin maksimum olmasi icin m kag
olmahdir ? (m<0)

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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TUREV-8
MAKSIMUM MiNIMUM PROBLEMLERI

7) Taban yaricapi 4cm ve ylksekligi 8 cm olan
bir koni icine yerlestirilebilecek maksimum

ordinat ve apsis toplami en blylk olan hacimli silindirin yiksekligi kac birimdir?

noktay! bulunuz. (x<0)

3 2
4) f(x)=%+%—7x fonksiyonun grafigi iizerinde

5) Bir kdsesi orjin diger iki késesi eksenler ve
son kdsesi de y=4-2x Uizerinde olan
dikdértgenlerden alani makimum olaninin
cevresi nedir?

www.matbaz.com

6) ki kdsesi bir yarim cember tizerinde, diger iki
kosesi bu yarim ¢cemberin ¢api Gizerinde
bulunan bir dikddrtgenin alanin en buyuk
degeri yaricap cinsinden en ¢ok kag birim
kare olur?
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INTEGRAL-1
TEMEL iNTEGRAL KAVRAMLARI

BELIRSIZ INTEGRAL

f:A»R fonksiyonu xe€A igin

df(x)

tirevlenebiliyor ise —X:f'(x) olur.

df(x)=f'(x).dx ifadesine f fonksiyonun
diferansiyeli denir

Bu ifade dy=f'(x).dx olarak da
yazilabilir.

y:x2+3x+5 fonksiyonunun diferansiyeli , dy

nedir?

x=(t*+3t—2) ise dx nedir?

integral alma islemi tiirevi veya
diferansiyeli belli olan fonksiyonun
kendisini (ilkelini) bulmak i¢in yapilan
islemdir.

belirsiz integrali (ilkeli) denir.

Yani F'(x)=f(x) ise F(x) ye f(x) in ilkeli
denir ve bu

ff(x)dx:F(x)+c ile gosterilir.
integrand kel

sembolil . sabiti
Integral
degiskeni

Ornegin j 2X dx=x?+cC

www.matbaz.com

Turevi f(x) olan F(x) fonksiyonuna ,f(x) in

integral <7ff(x).dx:F(x)+c4> integra|

INTEGRAL ALMA iSLEMININ OZELLIKLERI

[ af(x)dx=a [ f(x)dx

jf(x)tg(x)dx:f f(x)dxtfg(x)dx

J flx)dx = [ f(k)dk=[ f(m|dm...

TEMEL BELIRSIZ INTEGRAL ALMA
KURALLARI

Bircok ilkel tireve ait kurallarin tersine
cevrilmesiyle elde edilir. Bunlarin bazilari
soyledir :

Xn+l
f X"dx=2—+c,n#-1
n+1

fxzdx:?

fdx:?

f%dx:?

[ Vxdx=2

f de =?

4]
X3

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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INTEGRAL-1
TEMEL iNTEGRAL KAVRAMLARI

Ornek...8 : TUREV iINTEGRAL VE DIFERANSIYEL
1 iLiSKisi
=—dx="
= = i
1 —{J xax]=flx
d( [ f(x)dx | =f(x)dx
3 ([ dif(xldx))=flx)+c
Ornek...9 :
J (x+x°~4]dx=2 Ornek...13 :
%(f xzdx):?
A
c Ornek...14 :
Ornek...10 : ° d( [ xdx)=
f(;o k+1)x )dx:? N
o
: we
£ Ornek...155
z| [d(x®)=2
2
2
\/
Ornek...11 :
fﬁdt 2 Ornek...16 :
[dbe)e | d(%—xz)
Ornek 12 :

Teorem ff dx=In|f (x]+c olduguna gére

Ornek.. 17
J f(x) 2dx———3x+1|se f(2)=2

f % dx integralini-hesaplayiniz
X“+5

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi 2[4



INTEGRAL-1
TEMEL iNTEGRAL KAVRAMLARI

f(x)=[d(x*~2) ise f'(9)=2

f(x)= [ (x*~3x+1]dx ise f(x) fonksiyonun x=4 de
tegetinin egimi nedir?

I(X)(Tz.f[x))dx:ZXZ—SHZise f(x)="?

Teorem. iki kez tiirevlenebilir y=f(x)
fonksiyonunda f''(x)=0 denkleminin tek kath
koklerine donim noktasi denir.

f(x):f(4x2—2x+3)dx ise f(x) fonksiyonunun
donim noktasinin apsisini bulunuz

www.matbaz.com

DEGERLENDIRME

1) f(zzl (k+1)xk)dx

2) X+1

—rd
o2 =7

3_py2
3) J‘(SX X':_;X +7)dx:?

4) f6 xz(xz—% x+2) dx="?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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INTEGRAL-1
TEMEL iNTEGRAL KAVRAMLARI

5) ffonksiyonu (2,3) noktasindaki tegeti x
ekseniyle pozitif ydnde 45 derecelik aci 9) P(x) bir polinom fonksiyon ve
yaplyor ve f''(x)=2x-3 ise f(0) kagtir? P(x|[ P(x)dx=2x*+9x*+11x+3. ise bu
polinomun katsayilar toplami kag olabilir?

6) f(x) fonksiyonunun grafigine x=1 noktasinda ,
cizilen tegetinin egimi 4, f"(x) = 6x + 2 ve 10) f(d(x ))z?
f(1) = 2 olduguna gobre, f(2) kaca esittir?

7) y=f(x) fonksiyonunun her x gercel sayisi igin
birinci tirevi (8x>-6x) dir. A(1,2)ef ise

f(%)z())dx:? 11) f(d(x3+4x+«/2—1)):?

www.matbaz.com

8) Teorem. iki kez tiirevlenebilir y=f(x) fonksiyonunda
f'(x)=0 denkleminin tek kath kéklerine doniim noktasi
denir. 5

12 2-1).f(x)dx=% iliyor. f fonksi
f[f"(x))dx:mx2+nx veriliyor. f fonksiyonun dénim ) I(X )-fix)dx 5 X vertliyor. Tionkstyonuna

. (1 . o
noktasi A(%,o) dir . Bu fonksiyonun x=1 deki tzerindeki A(Elyo) noktasindan cizilen teget x
tegeti x ekseniyle pozitif yonde 45° yapmaktadir. ekseniyle pozitif y6nde kac derecelik agi
Fonksiyon x=-2 de minimum degerine sahip yapar ?

olduguna gore (m+n) kagtir?
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INTEGRAL-2
BASIT DEGISKEN DEGISTIRME

BELIRSIZ INTEGRAL ALMA YONTEMLERI 1

DEGISKEN DEGISTIRME METODU

| flx)dxifadesini hesaplayabilmek igin
siklikla turevde zincir kuralini tersine
dogru isletiriz.

Yani ff(g(x)).g‘(x)dx integrali ff(u)du
biciminde yazilir ve integral alinarak
F(u)+C=F(g(x))+c olur.

Degisken degistirme dedigimiz bu
yontemi kisaca 6zetlersek.

Adim1 [ f(g(x)].g'(x|dxifadesinde u=g(x)
ve du=g'(x)dx segilerek ff(u).duelde
edilir. (turevi var olan fonksiyona u der
ve du yu hesaplayip integrali u
degiskenine gore tekrar yazariz)

Adim2 u degiskenine gore integral alinir

Adim3 sonucta u yerine yazilir:

Ornek...1:

J (x*+x?)(5x*+2x)dx="?

Ornek...2 :
f(x5+4x+e)5.(5 x*+4)dx

www.matbaz.com

Ornek...3:
[ (3x—19/%dx
Ormek...4 :
1
f(x+2)15dx
Ornek...5:
f\/mdx
Ornek...6 :
JVex—23dx

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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INTEGRAL-2
BASIT DEGISKEN DEGISTIRME

Ornek...7 :

2X
—=d
I Jax+3 X

Ornek...8:

ff'{x).f"{x)dx integralinin f(x) turinden esiti nedir?

Ornek...9 :
f( V3x—1
Y3x—1+V3x—-1
degisken degistirmesi uygulanirsa hangi
integral elde edilir?

)dx integralinde ¥3x—1=t

N
__

www.matbaz.com

DEGERLENDIRME

1) [(4x*-5x](12x*~5]dx =2

1 _
2) fwdx =7

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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INTEGRAL -3
RIEMANN TOPLAMI

Hiz — zaman grafiginin altinda kalan alan

alinan yolu vermektedir, Sekilleri inceleyiniz.
Dogrusal bir yolda hareket eden kisilerin ilk 2
saatte aldiklari yolu, grafikleri ile x—ekseni

arasinda kalan alan yardimiyla bulalim.

Hiz km/s Hiz km/s
A
4 1 4 |
| . ‘
2 zaman (s) 2 zaman (s)

Birinci kisi 4.2=8 km yol almistir. ikinci

kisinin aldigi yolu bulmak icin eg@rinin altinda
kalan alani kucuk dikdoértgenler yardimiyla

yaklasik olarak hesaplayalim. inceleyiniz .

Simdi bu alan hesabini genelleyelim.
RIEMANN TOPLAMI OLARAK BELIRLI
INTEGRALI

y = f(x) strekli bir fonksiyon olmak
Uzere, f(x) fonksiyonunun grafigi ile x
ekseni arasinda kalan ve x = a ile

x = b dogrularinin sinirladig: bdlgenin
alani

a) y=f(x) grafigi dogrusal bir grafik
oldugu zaman Ug¢gen, yamuk gibi
¢okgensel alanlarin yardimiyla

b) y=f(x) grafigi dogrusal bir grafik
olmadigi zaman ise Riemann toplami ile
bulunur. (Riemann toplami alani bulmak
icin genel bir yéntem olup her turli
grafige sahip fonksiyonlarda
kullanilabilir ) Riemann toplami
yonteminde, tanim kiimesi alt araliklara
bélundr ve her araliktan alinan bir
sayinin gorintist ile elemanin alindigi
araligin boyu carpilir. Son adimda elde
edilen sonuclarin toplami hesaplanir

www.matbaz.com

Riemann toplaminin alt toplam ve st toplam

olmak tGizere 2 ¢esidini hesaplayacagiz.

ALT TOPLAM

Alan bulunacak alt aralik
olan [a,b] igin y
parcalanisinin sinir
noktalarinda, yuksekligi
egrinin altinda bulunacak

f(x)

W

sekilde belirlenen ’

dikdortgenlerin alanlari toplami Riemann
alt toplami olarak tanimlanmistir.(A+)
(Baska bir deyisle y=f(x) fonksiyonunun
alt kisminda olusan n tane dikddrtgenin
alanlari toplamina Riemann alt toplam
denir.)

UST TOPLAM

Parcalanisinin sinir
noktalarinda, yiuksekligi Y.
egrinin Ustinde
bulunacak sekilde
belirlenen

y=f(¥)

dikddrtgenlerin alanlari [a b
toplami Riemann ust toplami olarak
tanimlanmistir.(Us) (Baska bir deyisle
y=f(x) fonksiyonunun ust kisminda
olusan n tane dikdértgenin alanlari
toplamina st toplam denir.)

A £33

RIEMANN TOPLAMININ ADIMLARI
f:[a,b]»>R surekli bir fonksiyon olsun.

l1.adim : Tabanlarin olusturulmasi
Olusturulacak dikdértgenlerin taban
uzunluklarint bulmak icin [a,b]
araligindan a=x,<x,<X,...<x,=b olmak
tizere n+1 nokta alinir. Bu n+1 noktanin
olusturdugu kiimeye,
P=[a=X,<X,<X,..<Xx,=b]kimesine [a,b]
kapali araliginin bélintusu (parcalanist)
denir.

2.adim: Taban uzunluklarinin bulunusu
Bir [a,b] kapali araliginin herhangi bir P
parcalanisinda [Xo,x:] ya birinci alt aralik
[x1,x2] ye ikinci alt aralik [x«-1,x«] ya k. alt
aralik denir . Bu araliklarin uzunluklari
AX, =Xk - Xk-1 0lur ve bu araliklardan en
buyugune P parcalanisinin normu denir
ve ||P|| ile gosterilir.

Eger aralik boylarinin hepsi esit ise
parcalanisa dizgin parcalanis denir.
Duzglin pargalanista her bir taban esit
uzunlukta olup bu sayl Ax ile gdsterilire

Ax:% olacag! aciktir.

[0,6] aralig! i¢cin P={0,2,5,6} bolintusu ile
aralik [0,2], [2,5], [5,6] seklinde alt
araliklara ayrilir. Burada Ax,;=2, AX,=3,AX,
ve P boluntustnin normu 3 tir.(||P||=3)

bu

=1

[0,6] icin, araligl 3 esit alt araliga bdlinerek

dizgin bélintistnt olusturmak istersek
P’'={0,2,4,6} olacaktir.
Benzer sekilde uzunlugu esit n araliga
bdlmek istersek, bolintinidn normu
6-0_6
Ax=——==
n n

olacaktir.

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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INTEGRAL -3
RIEMANN TOPLAMI

3.adim: Alanin hesaplanmasi f:[1, 4] - R tanimli f(x) = x fonksiyonu veriliyor.
Simdi her araliktan bir reel say! alalim ve Buna gore araligi 3 esit parcaya bélen diizgiin bir P
k. araliktan aldigimiz bu sayiy x, ile parcalanmasina ait alt toplam ka¢ birimkaredir?

gdsterelim. iste her alt araliktan alinan
bu x, sayilari igin f(x,JAx, sayilarinin

n

toplamina , yani > f(x,JAx, toplamina,
k=1

Riemann toplami (Rr) denir.

Ay /-
y=f(x) T
/ Alan=f(x,) Ay
f(Ik)
—
g »
a X, b ?'Ax'k\

Riemann toplaminin Ax, sayllari ve P

parcalanisina bagh oldugu aciktir.
Sekilleri inceleyiniz.

y y M
Wyw) WVW)
X X .
[a b [a b

[[a,b] araliginin P parcalanisindaki
araliklar kicildikge , egri altinda kalan
dikdértgenlerin alanlarinin toplaminin f
fonksiyonun grafigi ile x ekseni
arasindaki alana yaklastigini goririz. Bu
nedenle parcalanisin normu olan ||P||
kuculdikce ( baska bir deyisle sifira
yaklastik¢ca ) bu parcalanisa ait Riemann
toplaminin yaklastig: bir reel sayi
degerinin , limitinin, olmasini bekleriz. \
(Fonksiyon sinirli olmalr)

(A;<R,<U,) Alt araliklar igin, alt toplamda
f(xk) en kuclk, Ust toplamda f(xx) en
buyuk deger)

f: [0, 2] - R tanimli f(x) = x+2 fonksiyonu veriliyor.
Buna gore arahdi 4 esit pargaya boélen diizgiin bir P
parcalanmasina ust toplam kag birimkaredir?

www.matbaz.com

N—

Not: Parcalanisin orta noktalarina gdre
yukseklikler alinip dikddrtgenlerin
alanlari toplami bulunursa Riemann Orta
toplami hesaplanmis olur.
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INTEGRAL -3
RIEMANN TOPLAMI

f:[0, 3] » R tamiml f(x) = x? fonksiyonu veriliyor.
Buna gore araligi 3 esit parcaya bélen diizgiin bir P
parcalanmasina ait alt toplamin orta toplama orani
kactir?

www.matbaz.com

Hatlrlatmalar Toplam Sembolu
* n+1 +~ 2 nln+l)(2n+1) [ n+1q
Yk=nletl 5 e nlned > k=[nln+L)

k=1

f:R>R, f(x)=x+2 fonksiyonu ile x=0 dogrusu

x=4 doQgrusu ve x ekseniyle sinirli bélgenin
alanini Riemann toplamiyla (bulunuz)

[0,4] araliginin esit bélinmesiyle her bir

aralik 4n0_%olarak elde edilir. Yikseklik

olarak, alt araliklarin

Alt toplam
{"y:x+2
e
y
. X
ol 4812 an”
n n

o)
(Rabeslph o)

=4 —2)= 4.(4n—2):

[
A
—h
—_
S|o
=
+
—+
.
SN
=
+

LA

S

16n-8
n

Ust toplam
7,y:x+2

i.(f 4 +f 8 +...+f(4n_4)+f
n n n

an+d g ) %(2n+2n+8) (4n+8)= 16“n+32

lim =16

n=o0

(l6n +32)
n

Ve bu sonugla birlikte A;<R,<U; oldugu igin Riemann

yontemiyle alan 16 bulunur.

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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INTEGRAL -3
RIEMANN TOPLAMI

GOSTERIMLER

f:[a,b]»R bir fonksiyon olsun. P [a,b]
araliginin herhangi bir pargalanisi ve x,
bu parcalanisa ait [x«-1,Xx«] araligindan
secilen herhangi bir reel sayi olsun.

Eger [P[»0 icin X f(x)Ax,=L olacak
k=1

sekilde bir LeR sayisi varsa P
parcalanisi ve x,sayilarinin segiminden
bagimsiz olarak f fonksiyonu [a,b]
arasinda integrallenebilir ve LeR ye [a,b]
de f nin belirli integrali denir.

(bu aralikta y=f(x) fonksiyonu eger
negatif olmuyorsa bu limit degeri egri ile
x ekseni arasinda kalan alani verir)

[Pll=0 yerine n->w ayni sey olarak
dusunilebilir. Ax=dx, [Ax=0)

lim (Zf(x'k)Axk

Ax~0 k=1

limit degerine y=f(x) fonksiyonunun a’'dan
b

Ozetle =LeRoluyorsa bu

b ye belirli integrali der ve bunu _ff(x)dx
a

olarak yazariz.

Burada a ve b sayilarina integralin alt ve

Ust limitleri denir

Ax >0 \ k=1
bu ifade diizgiin pargalanlgta(neoo igin J
(Ax). Zfa+k Ax)=[AX). Zf(a+(k 1).Ax)=L= ff
k=1

k=1 a
bicimlerinde de ifade edilebilir. (Sag ve
snol uc nokta yaklasim yontemleri )

z f(x,')AX,

VL

Kisaca lim (Zf(xk)Axk) L= ff

N
__

www.matbaz.com

} f(x) dx

IN

Onceki 6rnek icin 16<R;= [ (x+2)dx<16

o

4
J (x+2]dx=16 elde edilir

0

(Not integral hesabin temel teoremi ile belirli integralleri
Riemann toplamlarinin limiti yerine baska ve daha kisa
bir yontemle hesaplayacagiz)

4

fxdx belirli integralini bulunuz.
0

Cozum

f(x)=x fonksiyonu [0,4] araliinda sirekli ve
sinirli oldugundan belirli integrali vardir.
[0,4] araligininin duzglin bdlantisinin boyu

4
o ve alt araliklar

[o,%],[%,2.%],...,[(n—l)%,%.n] olur.

Riemann ust toplam igin f(x«) degerleri f(%),
.,f(4) olacagindan Riemann ust toplami

)+if(§)+...
4n) (4+8+...+4n)_4 (4(1+2+...+n))
n’ N

n n’ n
2(n%+2n]|_
- =
sonsuza giderken limit alirsak) belirli integral 8 olarak elde
edilir.
Ayni ifade bu aralikta verilen (x) fonksiyon negatif
olmadigindan alana donusturilerek de yapabiliriz

+%.f(%.n) olacaktir. Bu ise

8n?+16n

- Ve n sinirsiz olarak artarken (n
n

r11 Z( ) n degeri sonsuza giderken topladigimizda
k=1

hangi belirli integrali elde ederiz?
COzum
b=1 ve a=0 alinirsa ifade

ot

b
(a+k.Ax]|= [ f(x)dx olarak dustnilduginde
k=1 a
| x?dx elde edilir.
0

N =1
giderken topladigimizda hangi belirli integrali
elde ederiz?

3 Z(2+—) ifadesi n degeri sonsuza

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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INTEGRAL -3
RIEMANN TOPLAMI

f:R>R, f(x)=x
fonksiyonunun grafigi
veriliyor. Buna gére x > 0
icin sekildeki tarali
bdlgenin alanini veren
fonksiyonu bulalim ve bu
fonksiyonun tirevini
sekildeki dogruyu temsil

eden y = f(x)=x fonksiyonu ile karsilastiralim.

EGRI ALTINDA KALAN ALAN

y=f(X)>0 surekli fonksiyonunun grafigi
asagidaki gibi olsun. Bu fonksiyonun altinda
kalan alan x e bagh A(x) fonksiyonuyla ifade
edilsin.

Sekli inceleyiniz
y y=f(x)

A(X)

‘l X  x+h

v

v X

0 D { f(x+h)

h h h
Burada x den x+h a kadar olan alan

A(x+h)-A(x) olacaktir. Dikkatli inclenirse mor

bdlgenin alani icin asagidaki esitlilk
yazilabilir.

hef(x)<A(x+h)—Alx)<[f(x+h]]sh

f(x)<A(X+hh)_A(X)
A'(x)=f(x) esitligi elde edilir. Bu ifadenin
integrali ise bir egri ve altindaki alanin
iliskisini gostermektedir.

<f(x+h) h=0 iginse

—
N—

www.matbaz.com

iINTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMLERI:
iINTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMi |

f:la,b]»R surekli bir fonksiyon ve

F(x)=] flt)dt ise
_d[F[x))
T odx
her fonksiyon baska bir fonksiyonun
tirevidir. Baska bir deyisle tirev ve
integral islemleri birbirlerinin tersi
islemlerdir. (F(x)+c)'=f(x) oldugunun da
farkina variniz

Fi(x) =(;j—x(jf(t)dt)=f(x) yani surekli

Yandaki grafikte tarali
bdlgenin alanini veren F(x)
fonksiyonu

F(x) = 2x*+5x3 +1 olarak
tanimlanmistir.

integralin 1.

temel teoreminden yararlanarak f(x)
fonksiyonunu bulmak istersek F’'(x)=f(x)
olacagindan f(x)=8x3*+15x? olur.

INTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMI I

f:la,b]»R sirekli bir fonksiyon ve
b

%(F(x))ﬂ(x)ise {f(x)dx:F(b)—F(a)olur.

b
Yani [ f(x)dx ifadesini hesaplamak igin

Riemann toplami ile sonuca gitmek
yerine , f(x) fonksiyonunun ilkeli olan
F(x) gibi bir fonksiyonda integralin
sinirlarini yazar olusan farki (F' de Ust
sinir degerinden alt sinir degerini
cikararak) cevap olarak hesaplariz verir.

Yandaki grafikte tarali
bdlgenin alanini veren F(x)
fonksiyonu
F(x) = x®*+2x +1 olarak
tanimlanmistir.

6

Buna gore ff(x)dx:F(G]—F(4):156br2' olarak
4

elde edilir.

https://tr.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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INTEGRAL-4
BELIRLI INTEGRAL

BELIRLI INTEGRAL KURALLARI

0
a [ [ +5x—7x+4)dx =2
-1

2. }f(x)dxzo
3 jk.f(x)dx:k.}ftx)dx
b b b
4. f(f(x)ig(x))dx:ff(x]dxifg(x)dx

f[x)dx:jf(x)dx+}f(x)dx, c<b

a

O Sy

(3x2+§)dx:?

(3}
D —— T

o

b
. (b-a).min(f(x))< [ f(x)Jdx=0<(b-a).max
(1)) :

7. f:[a,b]»R surekli bir fonksiyon ve
b
L (Flx))=t(xlise [ fixax=Flb|-Fla|

olur.

UYARI

www.matbaz.com

Degisken degistirme yapildiginda yeni
degiskene go6re sinirlar tekrar
hesaplanirsa eski degiskene donilmeden
\/ integral hesaplanabilir

N Sy 0

f(x)dx=4ve ff(x)dx:9 ise ff(x)dx:?

(x—2)2dx="2

N S

5 7
Uygun kosullarda ff(x)dx:4ve ff(x)dng ve
2 a

N S

5
flxj=21 ise [f(x)=?

(x2+5x+1)*(2x+5)dx="?

O Sy

2
J xdx="
1

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi 1’6
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BELIRLI INTEGRAL

Ornek...8:

2
_fx5+x3dx:?
-2

Ornek...9:
3 x15 B
£ 1+x* dx=?
Ornek...10 :

1
f X(x%+1)2dx="2
0

Ornek...11 :
Grafigi verilen y=f(x) 4
fonksiyonunun grafigine 7
5

L Y

T "7/;:«@

gore [ (f(x)+x.f'(x]jdx=" 4

[0 1 e —

www.matbaz.com

Ornek...12 :
[flx)dx=5ise [ (7—f(x|jdx="

Ornek...13:
f(4x)dx=60 ise j(l—f(x))dx:?

O Sy

Ornek...14 :
256 6y 3,

\/de/xdx integralinde x=u'? déontsumu
1 X

yaparak tekrar integrali yaziniz (u>0)

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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BELIRLI INTEGRAL

y=f(x) fonkiyonu reel sayilarda tirevli ve x=2
noktasindaki tegeti x ekseniyle pozitif yénde
45° lik ac¢l yapiyorsa ve x=3 ekstremum
noktalarindan birinin apisisi-ise

J-xf (x)— Hx)

dx=7?
s x?

y=f(x) fonkiyonunun Y
grafigi sekildeki gibidir 4 oy

3 *
5 i
ff(x)+x.f'(x)dx:? 3 ;
3 i s

3 5

t
J (x*~4x—5)dx integralinin alacag sonug en

0
kicik deger kagtir?

www.matbaz.com

OZEL TANIMLI FONKSIYONLARIN INTEGRALI

integrandinda parcali fonksiyon veya
mutlak degerli fonksiyon igeren
integraller integralin alindigr sinirlar
icerisinde kritik nokta igeriyorsa gore
parcalanarak integralleri alinir.

f:[a,b]»R fonksiyonu [a,b] araligindaki
bulunan sonlu sayidaki ac,a:,az,...,an
saylilari igin sureksiz ise bu noktalara
gore mtegral pargalamr

Yani ff Jdx = ff dx+ff Jdx +.. +j'f

al an 1

Bu parcalamayi genelde parcali
fonksiyonda veya mutlak degerin kritik
noktasinda ihtiya¢ duyarsak yapariz

f(x)= (e x=
X X<

-2
Oise J lx)dx
“4

x2 x<2
flx)={x3 2<x<3 fonksiyonu |g|nff
x+1 x=3
2x+1 x>0, |
(x)=| X7+ **ise [ f(x]dx
3x x<0 bt

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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BELIRLI INTEGRAL

Ornek...21:

1
fix)=2X  *>0 jse [f(x+2)dx

X+1 x<0

Ornek...22 :
_f|x+2|dx

Ornek...23
fx3|x—1|dx

Ornek...24 :

}(2x—3)|x|dx

-1

3

www.matbaz.com

Ornek...25 :
x4
{|X72|dx
Ornek...26 :

Reel sayilarda surekli
olan f fonksiyonunun

tirevinin grafigi veriliyor.

f(3)-f(2)=2

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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DEGERLENDIRME

1) }f(x)dleo ve }g(x)dx=8 ise

(} (4.f(x)+3g (x))dx).(} (5. f(x}—4g(x])dx)

6) | L dx=o
15 15 _3(X+5)4
2) ff(x)dleo, ve fg(x)dx:8 ise

-1

(T f(x]+g(x)dx).(1f f(x)—g(x)dx) (\

7) f(x15+sin9x)dx:?
3) [flxJdx=-3 ve [f(x)dx=5ise [ f(x)dx=2 N

2

www.matbaz.com

—
N—

8) Tf(%)dx:% ise i(x+3—4.f(2x))dx:?

0

4) jf(x)dx:G ve j(S—S.f(x))dx:?

1

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi 5[6
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9) j‘f(&)j—’xizs ise i5x.f(§)dx=?

1

Jx—x

10) | =

yaparak tekrar integrali yaziniz (u>0)

)dx integralinde x=u® dénusumii

11) y=f(x) fonkiyonu reel sayilarda tirevli ve x=1
noktasindaki tegeti x eksenine paralel ve x=5
deki tegeti y—3x+2=0 dogrusuna dikse =?

LX) ©f(x)
J‘de+‘£‘ 7dX

1

12) y=f(x) fonkiyonu n grafigi 2

135°

sekildeki gibidir X

5
[ t(xJ+x.f'(x)dxintegralinin y=f(x)
3

degderini bulunuz

www.matbaz.com

1+x  x<1 . .4
13) fixJ={x  1<x<3 fonksiyonu igin [ f(x|dx
x—1 x>3 0

14) f(x)=|1*2X
3X

4
15) f|x—2|dx
1

3
16) f X.|x—2|dx
-1

3
X=4 ; .-
fonksiyonu icin | f(x+3)d
x<4 y ¢ ;]; (X+ j X

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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INTEGRAL-5

ALAN HESABI

INTEGRAL ILE ALAN HESABI

Ty—f(x >Ty—f(x
»
I v

a b a

Sekilde y=f(x) egrisiyle x ekseni altinda
kalan alani bulmak i¢cin egrinin altinda
kalan bdlgeyi dikdértgenlere ayirir ve bu
alanlari toplayarak bir Riemann toplami
elde ederiz.

Elde edilen Riemann toplamina integral
hesabin temel teoremini uygulayarak
asagidaki sonuclari ¢ikariririz

ALAN HESABI

f:[a,b]>Rsurekli f fonksiyonu'ile x=a, x=b

ve Ox ekseni arasinda kalan bdlgenin
b

alani [[|f(x)ldx ile hesaplanir.

b
Tarali alan J'f(x)dx

a

www.matbaz.com

UYARI 1

Not f(x)<O0 ise

b

Tarali alan — [ [f(x]|dx

a

UYARI 2

[a,b] araliginda f(x) isaret dedistiriyorsa,
fonksiyon parcalara ayrilir

Y7{(X).q

Tarah toplam alan = A1+A2

£| x| dx=— ff dx+ff

UYARI 3

Sekildeki
tarall 1y
bdlgelerin
alanlari

verilmistir

G

b
Soru 1 ff(x]dx=?

a
Istenen alanlarin-isaretli (cebirel) toplami
olup cevap —-9+3=-6 olur

Soru 2 [a,b] araliginda Ox ekseni ve

y=f(x) egrisiyle sinirli alan kag br? dir?

istenen toplam alanlar olup integralle
b

ifadesi [[f(xldxve esiti 9+3=12 olur

Alan sorularini ¢dzmek i¢cin uygun sekli
cizeriz, gerekirse integralleri parcalar ve
uygun araliklarda integralleri hesaplariz

y=x+3 dogrusu x=-1, x=2 dogrulari ve x
ekseni arasinda kalan alan kag br? dir?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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INTEGRAL-5
ALAN HESABI

y = x? paraboli, y =0 ve x =2 dogrularinin
sinirladigr kapali bélgenin alani kag br? ?

2
X o ... .
y:3—? egrisi ile ox ekseni arasinda kalan

kapali bélgenin alani kag br? dir?

Sekildeki y=f(x) y=f(x) y
parabolli ve x ekseni
arasinda kalan taral \ / b x

alan kag birim karedir? B 1
-1

Sekildeki tepe noktasi A
olan y=f(x) paraboli ile
x ekseni arasinda kalan
alan kac birim karedir?

www.matbaz.com

Grafigi verilen y
y=f(x) fonksiyonu Y=f(¥)
2

icin [ x.f(x?+3)dx="
0

y = 9x - x? egrisi x = = 1 ve x=1 dogrulari ve
ox ekseni arasinda kalan bdlgenin alani kag
br2 dir.

Teorem : f%dx:ln|x|+c

y=X2, y=§ ve x=5 dogrusu ve x ekseni

arasinda kalan alani hesaplayiniz

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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ALAN HESABI

DEGERLENDIRME 1

1) y=x+1 dogrusu x=0, x=3 dogrulari ve x ekseni
arasinda kalan alan kag¢ br2 dir?

2) Sekildeki y=f(x) parabolii ve x ekseni
arasinda kalan alan kag
birim karedir?

y=f()

3) Sekildeki tepe noktasi y=f(x)
T(r,6) olan y=f(x)

paraboll ile x=2 ve x=4
ve x ekseni arasinda T
kalan alan kag birim

karedir?

v

[ 2 4

www.matbaz.com

4) y=4-x*egrisi x =1 ve x=3 dogrulari ve Ox
ekseni arasinda kalan bdlgenin alani kag br2
dir

5) Grafigi Y=
verilen y=f(x)

fonksiyonu igin (4\ 2
7

| f(x)dx
0

6) y=x2-2x paraboli x=1 ve x=5 dogrulari ve x
ekseni arasinda kalan alani hesaplayiniz.

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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ALAN HESABI

iKi EGRI ARASINDA KALAN ALAN

y = x? e@risi ile y = x + 12 dogrusu arasinda
kalan kapali bolgenin alani kag br? dir?

iki egri arasi alan bulunurken grafikler
arasindaki alan yine dikdodrtgenlere
bdlunerek alan Riemann toplamina
donustaralar.

(\ y = x* -14 ve y = 4- x? parabolleri arasinda
kalan kapall bélgenin alani kag br? dir

€

o

(&)

N
Genel olarak egriler arasindaki alani «
bulmak icin grafikler cizildikten sonra Oy 2
eksenine paralel KL seridi ¢izilir. Bu ;
seridi kendisine paralel olarak kaydirarak £
bolgeyi taradigimizda tst ve hep y = f(x) -
egrisi Uzerinde alt ucu da hep g(x) egrisi 3
Uzerinde degismesi gerekir. Sekli 2
inceleyiniz 3

b

Bu durumda alan A= [(f(x)—g(x]ldx olur. \J

a

Aksi takdirde integrali parcalamak gerekir y=x? ve y=x* egrileri arasinda kalan alani

bulunuz.

Tarali alanlar toplami
Cc

}If(x)—g(x)ldx:f (g(x]—f[x)]dx+}(f(x)—g(x))dx

a

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi 4[6
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ALAN HESABI

y=x® ve bu e@riye x=1 de c¢izilen tegeti
arasinda kalan bdlgenin alanini

y= X ve y=x-2 dogdrusu ve x ekseni
arasinda kalan alani bulunuz.

DEGERLENDIRME

1) y=x*vey=2x+8 dogrusu arasinda kalan alani
bulunuz.

2) y=x?ve y=4x-x? arasinda kalan alani
bulunuz.

www.matbaz.com

3) y=x®vey=x* arasinda kalan-alani bulunuz.

4) f(x)=x% ve g(X)=(x-2)? ile x ekseni arasinda
sinirli bolgenin alani kag br? dir.

5) y=—x2+x+6 ile y=x+2 dogrusu arasinda kalan
alani bulunuz.

6) y=x®fonksiyonu x=1 noktasindaki normali ve
x=0 dogrusu ile sinirlandiriimis bdlgenin alani
kac birim karedir?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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ALAN HESABI
7) Vx+y/y=1 bagdintisiyla birinci y
bolgede sinirli bélgenin alani
kac birim karedir? Jxey=1
| " x
€
o
o
N
1]
o
8) Sekilde y=f(x) p
fonksiyonunun tiirevinin®, £
grafigi verilmistir. f(0)=3 : 3 -
ise f(3) kactir? : > z
2
y=f(x)

9) flx)=vx—2, glx)=x?+2 fonksiyonlari ve x=18
ile y=18 dogrulari ve eksenler-arasinda kalan
bdlgenin alani kag birim karedir?

10) Sekilde y=f(x)
fonksiyonunun grafigi
verilmistir. Buna gore

7
J1f(x]|dx kagtir?
-2

11) f(2x2—6x)dx integralinin alacagi sayisal sonug
0

en az kagtir?

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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ANALITIK GEOMETRI
CEMBERIN ANALITIGI

TANIM EKSENLERE TEGET CEMBERLER :
Bir noktadan esit uzakhktaki noktalarin geometrik x eksenine teget y
yeri diizlemde ¢ember belirtir. cemberler : M(a,b)
Ibl = r dir. » X
CEMBERIN STANDART VE VEKTOREL O |
DENKLEMI
M(a,b) ve P(x,y) y

M( 4,-6) merkezli ve x eksenine teget

noktajgmiarasindaki emberin denklemini yaziniz
uzaklik kullanarak b b a ¢ y
¢cemberin standart P(X.y)

denklemi : L X
(x—ay+(y-by=r | a g
olarak elde edilir.
||MI5||:r ise M merkezli ve r yarigapli
¢cemberin vektérel denklemidir. Y EKSENINE TEGET CEMBERLER :
(\ y eksenine teget Tl
M(3,5) ve yarigcap! 4 birim olan ¢gemberin cemberler : C
standart denklemini yaziniz. >
: Wab)
o lal = r dir.
N
«
o
©
| M( 4,-6) merkezlive y eksenine teget
‘| ¢emberin denklemini yaziniz?
(x + 3)>+ (y — 1)>= 20 ¢emberinin merkez ve yaricapini §
bulunuz. =
\/
UYARI
Bir cember her iki eksene teget ise
merkezi 1. veya 2. aglortay dogrusu
MERKEZIL CEMBER : tzerindedir. (Bu énermenin karsiti dogru
degildir.)
Merkezi orijinde olan ¢emberlere denir. Yani M(0,0) Her iki eksene teget cemberde M(a,b)
ve yarigapi r ise gemberin denklemi  x*+ y? =r? merkez ise Ibl=lal = r dir.
bicimindedir.

(x + 5)* + (y — p)> = r ¢cemberi her iki eksene de tegetse
(2x — 1)* + (2y + 3)* = 40 gemberinin merkez ve p.r en az kagtir?
yarigapini bulunuz.

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi 1’8
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Merkezi
her iki eksene teget olan ¢gemberlerin
merkezlerini ve yarigaplarini bulunuz? Bu
¢cemberler arasindaki en kisa uzaklik kag
birimdir?

A(-2,3) noktasindan gecen ve iki eksene de

teget olan cemberin yarigapi kag olabilir?

3x—4y=0 ile 4y—-3x+15=0 dogrularina teget
¢emberin ve merkezi y=3 dogrusu lUzerinde

olan cemberin denklemi nedir?

3y+x=4 dogrusu Uzerinde bulunan ve

www.matbaz.com

GCEMBERIN GENEL DENKLEMi

M(a, b) merkezli ve r yarigapli ¢cemberin
denklemi (x—a)’>+ (y—b)>=r?"idi.

Bu denklemi agip diizenlersek
x2+y?—2ax-2by+a*+b*-r>=0 olur.
—2.a=A  -2.b=B ve a®+ b?-r?=C diyelim.
xX¥+y*+Ax+By+C=0

Buradan su esitlikleri elde ederiz :

M(a,b):M(_Z—A,_Z—B)

(= % VA%+B?—4.C  A=A+B-4.C (Delta)

Uyari: Cember denkleminde yukaridaki bagintilarin
kullanilabilmesi igin

1. x2 ve y? li terimlerin katsayisi 1 olmali

2. denklemde x.y li terim bulunmamal

3. A= A*B>-4C > 0 olmalidr.

A = A>+B?-4C > 0 ise bir gember belirtir.

A = A*+B?>-4C = 0 ise bir nokta belirtir,

A = A*+B?-4C < 0 ise gember belirtmez.

Bunu sanal cember belirtir seklinde de soyleriz.

X2 +y? — 6x + 2y —5 = 0 cemberinin merkezini ve
yaricapini bulunuz.

3x? + 3y? + 12x — 8y — 5 = 0 g¢emberinin merkezini
bulunuz.
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(2m-1)x? +(m+1)y? —(n-6)x.y+6nx—n—9=0
denklemi bir cember belirtiyor ise bu
cemberin merkezini ve yarigapini bulunuz.

(m=2)x2+(4-m)y?+(n=5)xy+2mx—ny-mn = 0
denklemi bir cember belirttigine gore
merkezini ve yarigapini bulunuz.

X%+ y? —8x + 9y — 20 = 0 gemberinin x—ekseninden
ayirdigi kirisin uzunlugu kag birimdir?

Sekilde verilen ¢cemberin
denklemini yaziniz.

www.matbaz.com

Y 4
Sekilde verilen y—eksenine
teget cemberin denklemini
yaziniz. 2 5

A(0,5) B(-12,0) ve K(0,0) noktalarindan
gecen ¢cemberin denklemi nedir?

CEMBER ILE DOGRUNUN DURUMLARI :

—
N—

Cember ve dogrunun kesisip
kesismedigine karar verilirken merkezin
dogruya uzaklig: ile yaricap
karsilastirilir:

Durum 1) |MH[>r dogru cemberi kesmez
Durum 2) [MH|=r dogru cember tegettir
Durum 3) |MH|<r dogru ¢cember iki
noktada kesisir.

NOT

Cember ve dogrunun kesim noktalarini
bulmak icin ortak ¢6zim yapariz.

12. Sinif Matematik Konu Anlatimi
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Analitik diizlemde (x+3)*+y?=5 ¢emberi ile y—2x=p x*>—2x+y’~6y—8=0 ¢emberinin x ekseninde ayirdigi
dogrusu teget ise p nin alabilecegi degerler toplami kirisin uzunlugu kag birimdir?
kactir?

Analitik dizlemde x?+y*=r®> gemberi ile 3x—4y=10
dogrusu te@et ise r kactir?

(\ X>=2x+y*~4y—11=0 ¢emberinin y=x+1 dogrusuyla kesim
noktalari A ve B olsun. |AB| ka¢ birimdir?

www.matbaz.com

(x—=3)?+ (y + 1)>= 16 cemberiile 4x—3y+k=0
dogrusunun iki noktada kesismesi icin k ne olmalidir? \/

Analitik dizlemde x? + y? = 6 merkezil gemberi ile
y = 3x — 1 dogrusunun kesim noktalarinin
apsisleri toplami kacgtir?

(x+1)*+(y-1)>=18 cemberiile y=x-m dogrusunun
kesismemesi i¢in m-ne olmaldir?
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iKi CEMBERIN DURUMLARI

(x=3)’+(y+1)?=16 ve
“ (x+1)*+ (y—k)?>=49
/ ¢emberleri distan teget ise k degerleri carpimi kag
(4 ) olabilir?

iki cemberin kesisip kesismedigine karar
verilirken - merkezler arasi dogru ile
yaricap toplami veya farki karsilastirilir.

(x=3)>+y?=16 ve

(x+1)?+(y-m)y=9

¢emberleri dik kesistigine gére m degerleri toplami kag
olabilir?

durum 1 [MP|=r_ +r, cemberler distan teget
durum 2 [MP|=|r,—r] ¢emberler icten teget

durum 3 |, —r|<[MPl<r_ +r, cemberler iki
noktada kesisir

N
_

durum 3 [MP|r,—r] veya [MP[>r, +r,
cemberler kesismezler

. . CEMBER IiLE NOKTANIN DURUMLARI
Dik kesisen cemberler

(5
P2

Kesim noktalarindaki tegetleri dik olan
¢cemberlere dik kesisiyorlar denir.

O(a,b) merkezli ve r yarigapl
(x—a)>+ (y —b)>=r?> cemberi ile gember ile
ayni dizlemde bulunan P(xo, yo) noktasi icin
|OP|>~r* degerine P noktasinin bu cembere gore
kuvveti denir.

www.matbaz.com

—

Yukaridaki sekilde merkezler m(MTP)=90° |OP|2—r?= (X0 — @) + (Yo — b)* — r? olacagdindan bu
ise cemberler dik kesismistir. hesaplama ¢ember denklemi F(x,y)=0 bigcimine
getirildikten sonra P noktasinin koordinatlari F(x,y)
kisminda yazilarak hesaplanmalidir.

—
N—

(X +5)2 + (y — 3)2 = 225 ve Durum 1 F(X,Y,)=0 P noktasi ¢cemberin
(X=7P+(y-k’=4 izerindedir
¢cemberleri igten teget ise k kag olabilir?
Durum 2 F(X,Y,)>0 P noktasi gemberin
disindadir

Durum 3 F(x,Y,)<0 P noktasi ¢emberin
icindedir

Not 1: F(X,Y,)>0 ise bu hesaplama
sonucu bulunan pozitif sayl cembere P
noktasindan cgizilen teget uzunlugunun
karesidir.

Not 2: Negatif kuvvetin mutlak degeri ise
bu noktada ile iki parcaya ayrilan kiris
parcalarinin sabit olan ¢carpim degeridir.
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TEGET VE NORMAL DENKLEMLERI :

P(6, 4) noktasindan x> + y? — 4x — 5y +20 = 0 ¢cemberine

2 2—¢2 H
gore kuvvetini bulup kuvveti yorumlayiniz. x*+y’=r® cemberine

iizerindeki T(Xo, Yo) T, teget
noktasindan c¢izilen

tegetin denklemi

X.Xo + Yy.yo =r? dir.

normal

(x —a)? + (y.— b)? = r* ¢cemberine lizerindeki

T(Xo, Yo) noktasindan cizilen tegetin denklemi

(%o =Q).(x — @) + (Yo — b).(y - b) = r? dir.

Bu bagintilari kullanmak yerine iki noktasi bilinen
dogru denklemi, diklik kosulu ve standart dogru
denklemi kullanarak teget ve normal denklemlerini
bulabiliriz

P(2, —3) noktasindan x* + y*> — 3x — 5y + k = 0 gemberine
cizilen tegetin degme noktasi T ve IPTI = 7 ise k =?

(x + 3)* + y* = 34 gemberine A(2,—3) noktasindan cizilen
tegetin denklemi nedir?

N
_

www.matbaz.com

A(-1, 2) noktasindan gecen bir dogru
(x + 4)*>+ (y —5)> =12 ¢emberini K ve L noktalarinda
kesiyor. IAKLIALI carpimi kagtir?

—
N—

X2 +y?+4x -2y =4 cemberinin A(1,1) noktasindan
¢izilen tegetinin ve normalinin denklemi nedir?

(X = 5)? + (y + 2)* = 41 ¢cemberinin A(1,2) noktasindan
gecen en kisa kirisinin uzunlugu kag birimdir?
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(x —3)* + (y + 4)> = 25 ¢emberinin A(-2,~4) noktasindan
gecen tegetinin denklemini bulunuz?

DEGERLENDIRME
1) (3x-—8)%+ (3y + 1) = 36 cemberinin merkez ve
yarigapini bulunuz.

2) (x—2)?+(y+3)*=36 gemberi Uzerindeki bir
noktanin A(—4,5) noktasina uzakligi en az kag
birimdir?

N
_

www.matbaz.com

—
N—

3) A(2,-1) noktasl x*+y?—3x+4y+1=0
¢emberinin neresindedir?

4) B(-2,1) noktasi x®+y?*—(m+1).x+4y+1=0
¢emberinin disinda olduguna gére m’ nin alacagi
en kuguk tam sayi degeri kactir?

5) A(3, 12) noktasina uzakhgl B(-5, 1) noktasina
uzakliginin yarisi olan noktalarin geometrik
yerini bulunuz.
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6) A(4, 2) noktasinin 2x—m.y + 3y + 8 =0 9) Standart cember denklemini kullanarak
dogrularina gore simetrilerinin geometrik yerini asagidaki bagintilar elde ederiz
bulunuz.

y
y S
y=vr’—x’

& y
<7
y=—\/r2—xz

Yukarida verilenlere gére asagidaki integralleri
hesaplayiniz.

4 [
a) leS—xzdx
0

N
_

7) Verilen bir A noktasinin verilen bir S
noktasindan gecen dogrulara gore simetrikleri
ne belirtir?

www.matbaz.com

—
N—

8) (x—4)?+(y+5)*=40 gemberiigindeki P(2, —-2)
noktasindan gegen kirislerin orta noktalarinin b)
geometrik yer denklemini yaziniz.

(V1—x2—x)dx

o —
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