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 ÜSTEL FONKSİYON  ÜSTEL FONKSİYON − − LOGARİTMA FONKSİYONU  LOGARİTMA FONKSİYONU  

HatırlatmalarHatırlatmalar
ÜSLÜ İŞLEMLERİN ÖZELLİKLERİÜSLÜ İŞLEMLERİN ÖZELLİKLERİ

1)  a≠0 iç in   a0=1 d i r.   

    Her  a  ree l  sayıs ı  iç in  a 1=a dı r.

    x≠0  iç in   0 x=0  d ı r.

    00  i fades i   tanımsızdı r.

NEGATİF KUVVET (ÜS)NEGATİF KUVVET (ÜS)

2)  (a )−n=(1
a )

n

  veya  (a
b )

−n

=(b
a )

n

 d i r.

Örneğin;  (5 )−2=(1
5)

2

ÇARPMA BÖLME İŞLEMİÇARPMA BÖLME İŞLEMİ

3)  a n .a m =a n + m  4)  a n .b n =(a.b) n

5)  an

am =am−n 6)  an

b
n =(a

b)
n

TOPLAMA ÇIKARMA İŞLEMİTOPLAMA ÇIKARMA İŞLEMİ

7)        k .a      n      +m.a      n      −n.a      n      =a      n      (k+m−n)  

KUVVETİN KUVVETİKUVVETİN KUVVETİ

8)  (an)m=a n.m  di r.  

(an)m≠a(nm)≠an m

 (genel l ik le)

ÜSLÜ İFADE EŞİTLİĞİÜSLÜ İFADE EŞİTLİĞİ

9)  a n =a m    ise   n=m  d i r.

Örnek...1 :Örnek...1 :
31•32•33 • • ...•340= 1

81x
 eş i t l iğ in i  sağlayan x  

değer i  kaçt ı r?

Örnek...2 :Örnek...2 :

(216)
−1

3+( 1
81)

−1
4   iş l rmin in  sonucu kaçt ı r?

Örnek...3 :Örnek...3 :
7x+2=351+x

 o lduğuna göre 25x+2
 değer i  kaça 

eş i t t i r?

Örnek...4 :Örnek...4 :
1

1−mn+
1

1−m−n=7a−1  o lduğuna göre   ,a   kaça 

eş i t t i r?

Örnek...5 :Örnek...5 :
A=34+34+34+...+34⏟

x tane

  ,   B=34
•34

•34
• ...•34⏟

x tane

ve

B • x
A

=2756  o lduğuna göre  eş i t l iğ in i  sağlayan 

değer i  kaça eş i t t i r?
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ÜSTEL FONKSİYON VE LOGARİTMA  ÜSTEL FONKSİYON VE LOGARİTMA  

FONKSİYONUFONKSİYONU

ab=c  eş i t l iğ in i  düşünel im.  
Mümkün o lan durumlarda;
Durum 1:   a  ve b b i l in iyorsa c  üs a lma 

iş lemiy le  bu lunabi l i r.   Örneğin  25=c  ise 
c=32 d i r.

Durum 2:   b  ve c  b i l in iyorsa a kök a lma 

iş lemiy le  bu lunabi l i r.  Örneğin  a2=7 i se

a=√7  d i r.
Bu iş lemler i  daha önceden görmüştük.

Durum 3:   a  ve c  b i l in iyorsa b logar i tma 

a lma iş lemiy le  bu lunabi l i r.  2b=7
eşi t l iğ in in  çözümü logar i tmayla  b=log27

olarak e lde edi l i r.  (Bazı  özel  durumlarda 
logar i tma iş lemi  yapmaya gerek  
ka lmadan da çözüm bulunabi l i r.  Örneğin

2b=8 gib i .  )

SONUÇSONUÇ

Logar i tma daha önceden çözemediğ imiz  

a
x
=b g ib i  denklemler i  çözmenin aracıdı r.

Logar i tma a lma iş lemi  kabaca üs a lma 
iş lemin in ters i  o larak düşünülebi l i r.  
Logar i tma a lma iş lemine  baş lamadan 
önce üste l  fonks iyonlar ı  ince leyel im.

ÜSTEL FONKSİYONÜSTEL FONKSİYON

a∈ℝ+ −{1}  o lmak üzere,  f :ℝ→ℝ , f (x)=a x  

fonksiyonuna üstel fonksiyon denir.

Örnek...6 :Örnek...6 :
f :ℝ→ℝ+ , f(x)=2x  üste l  fonks iyonu iç in  f (5)  

kaçt ı r?

Örnek...7 :Örnek...7 :
f :ℝ→ℝ+ , f(x)=ax  üste l  fonks iyonu iç in  

f (5)=243 tür.  Buna göre,  a  kaçt ı r?

Örnek...8 :Örnek...8 :
f :ℝ→ℝ , f (x)=2x  fonks iyonuna a i t  tab loyu 

doldurup o luşan ik i l i le re göre graf iğ in i  
ç iz in iz?

GENELLEMEGENELLEME  

f :ℝ→ℝ , f (x)=a x  

fonks iyonu a>1
iç in  ar tandı r.
Şekl i
ince ley in iz .  
 

Örnek...9 :Örnek...9 :

f :ℝ→ℝ , f (x)=(1
2

)
x

fonks iyonuna a i t  tab loyu  

doldurup o luşan
ik i l i le re göre
graf iğ in i  ç iz in iz?

GENELLEMEGENELLEME  

f :ℝ→ℝ+ , f(x)=ax

fonks iyonu
0<a<1 iç in
azalandı r.  
Şek l i  ince ley in iz .
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ÖZET OLARAKÖZET OLARAK

  a∈ℝ+ −{1}   f :ℝ→ℝ , f (x)=a x  üste l  

fonks iyonu;
1)  a > 1 için artandır.
2)  0<a<1 için azalandır.
3)  Bire bir fonksiyondur.
4) Değer kümesi ℝ+ alınırsa örtendir. Bundan 

dolayı f :ℝ→ℝ+ , f(x)=ax  için f−1(x) ters 

fonksiyonu tanımlıdır ve bu ters fonksiyona 
logaritma fonksiyonu denir.

LOGARİTMA FONKSİYONULOGARİTMA FONKSİYONU

f :ℝ→ℝ+ , f(x)=ax  fonks iyonunun ters  

fonks iyona sahip o lduğunu b i l iyoruz.  Söz 
konusu ters  fonks iyona logari tma 

fonks iyonu deni r  ve  f :ℝ+ →ℝ , f(x)=loga x  

i le  göster i l i r.   Şek l i  ince ley in iz .
 

yukarıdaki eşlemeyi sembolik olarak 

y=ax x=loga y  olarak yazabiliriz.

Örneğin  uygun şartlarda tanımlı  f (x)=2x  ve

g(x)=log2x fonksiyonları birbirlerinin tersleridir.

f (x)=a x ile g(x)=loga x  fonksiyonları birbirlerinin 

ters fonksiyonlarıdır. Bu fonksiyonların grafikleri y=x
doğrusuna göre simetriktir. Şekli inceleyiniz.

UYARI 1UYARI 1

1)  logax i fadesi  "  a  tabanında x  in  

logar i tması"  d iye okunur.

2)  logax  yazı l ış ı  a 'n ın  hangi  kuvvet i  x  

o lur  şek l inde  yorumlanabi l i r.  

Örneğin  log 82  i fades in in  eş i t in i  bu lmak 

iç in  ya  2  sayıs ının  hangi  kuvvet i  8  yapar  

d iye düşünürüz   ya da  log 82 =x  o lsun 

d iyerek  logar i tma ve üste l  i fadey i  

b i rb i r ine  bağlayan loga y=x ax=y  

eş i t l iğ inden yo la ç ıkar  2x=8  denk lemin i  
mümkünse çözer  ve x ' i  bu luruz.  (Daha 
sonra  logar i tma özel l ik ler in i  
öğrendiğ imizde fark l ı  b i r  düşünüşle  de 
sonuca g idebi l i r iz . )

Örnek...10 :Örnek...10 :
 log2x=4  o lduğuna göre,  x  kaçt ı r?

Örnek...11 :Örnek...11 :
log53025   kaçt ı r?

Örnek...12 :Örnek...12 :
logk9=2  o lduğuna göre,  k  kaçt ı r?

Örnek...13 :Örnek...13 :
log2(x+5)=7  o lduğuna göre,  x  kaçt ı r?

Örnek...14 :Örnek...14 :
log4(16)=x  o lduğuna göre,  x  kaçt ı r?

Örnek...15 :Örnek...15 :
log√2(8)=x  o lduğuna göre,  x  kaçt ı r?
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 ÜSTEL FONKSİYON  ÜSTEL FONKSİYON − − LOGARİTMA FONKSİYONU  LOGARİTMA FONKSİYONU  

Örnek...16 :Örnek...16 :
log 1

25

(125)=x  o lduğuna göre,  x  kaçt ı r?

Örnek...17 :Örnek...17 :
log381=2x−3  o lduğuna göre,  x  kaçt ı r?

Örnek...18 :Örnek...18 :
log31=2

x
−3  o lduğuna göre,  x  kaçt ı r?

Örnek...19 :Örnek...19 :
log5

x−1
x−2

=−1  o lduğuna göre,  x  kaçt ı r?

Örnek...20 :Örnek...20 :
log2 [3+2log3(x+1)]=1  o lduğuna göre,  x  kaçt ı r?

Örnek...21 :Örnek...21 :

4
x
3
−2

=128  o lduğuna göre,  x  kaçt ı r?

Örnek...22 :Örnek...22 :
5x=8  o lduğuna göre,  x  kaçt ı r?

Örnek...23 :Örnek...23 :
7x+2=15  o lduğuna göre,  x  kaçt ı r?

Örnek...24 :Örnek...24 :
62x+5−2=17  o lduğuna göre,  x  kaçt ı r?

Örnek...25 :Örnek...25 :
Uygun şar t larda  f (x)=5x +1−2
fonks iyonunun ters  fonks iyonunu bulunuz?

Örnek...26 :Örnek...26 :
Uygun şar t larda f (x)=3x−2+4
fonks iyonunun ters  fonks iyonunu bulunuz?

Örnek...27 :Örnek...27 :
Uygun şar t larda f (x)=72x−3+5   fonks iyonu 

ver i l iyor.  f−1(12)=?
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Örnek...28 :Örnek...28 :
f :(3,∞)→ℝ , f (x)=log2(x−3)  

fonks iyonunun ters  fonks iyonunu bulunuz?

Örnek...29 :Örnek...29 :
f :(−5,∞)→ℝ , f (x)=log2(x+5)−2  

fonks iyonunun  ters  fonks iyonunu bulunuz?

Örnek...30 :Örnek...30 :
f :(−3,∞)→ℝ , f (x)=log2(2x+6)−2  

fonks iyonu iç in  f−1(4)=?

UYARI  2UYARI  2

Tabanı  10 o lan  logar i tma fonks iyonuna 
onluk (bayağı)  logar i tma fonks iyonu 
deni r.

f :ℝ→ℝ+ , f(x)=log10x fonks iyonu f (x)= logx 

i le  de göster i leb i l i r.  (Yani  taban 
bel i r t i lmemişse 10 a l ın ı r )

Örnek...31 :Örnek...31 :
log100=x ise x  kaçt ı r?

Örnek...32 :Örnek...32 :
log(0,001)=2x+7 ise x  kaçt ı r?

Tabloyu ince ley in iz .

x (1+ 1
x )

x x (1+ 1
x )

x

1 2 −2 4

10 2,5937.. −10 2,8679.

102 2,7048.. −102 2,7319..

106 2,7182.. −106 2,7182..

Tabanı  e  (Euler sayısı) değeri  2,7182.. olan 
irrasyonel sayı  o lan logar i tma fonks iyonuna 
doğal  logar i tma fonks iyonu deni r  ve

f :ℝ→ℝ+ , f(x)=logex=lnx  i le  göster i l i r.

Örnek...33 :Örnek...33 :
ln ( logx)=0  ise x  kaçt ı r?

Örnek...34 :Örnek...34 :
f :(−∞ ,4

3
)→ℝ , f(x)=ln(4−3x)−2

fonks iyonunun ters  fonks iyonunu bulunuz?

LOGARİTMA FONKSİYONUNUN EN GENİŞ LOGARİTMA FONKSİYONUNUN EN GENİŞ 
TANIM KÜMESİTANIM KÜMESİ  

Bir  fonks iyon  iç in  en geniş  tanım kümesi ,
fonks iyonunun bağımsız değişkenin in  
(genelde  x)  seç i leb i leceği  en büyük  
kümedir.  

f (x )=logh(x )g (x) fonks iyonun en geniş  tanım

kümesi   

 i )  g(x)>0    i i ) h(x)>0   i i i)  h(x)≠1
i fadeler in i  sağlayan x  değer ler in in  
kümesid i r.
Özet lersek,  taban ve logar i tması  a l ınan  
sayı  poz i t i f  o lmal ı ,  taban poz i t i fken 1 
o lmamal ıd ı r.
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Örnek...35 :Örnek...35 :     
 f (x)=log2(x−2) fonks iyonunun en geniş   tanım

kümesin i  bu lunuz?

Örnek...36 :Örnek...36 :     
f (x)=log (x+5)8−x  fonks iyonunun en geniş   

tanım kümesin i  bu lunuz?

Örnek...37 :Örnek...37 :
f (x)=log

x4 (x2−8x+15 )  fonks iyonunun en  

geniş   tanım kümesin i  bu lunuz?

Örnek...38 :Örnek...38 :

 f (x)=ln( x−2

x2−64) fonks iyonunun en  geniş  tanım

kümesinde kaç tane negat i f  tam sayı  vardı r?

Örnek...39 :Örnek...39 :     
f (x)=log (x 2−2 x+m)√ 2  fonks iyonunun en  geniş

tanım kümesi  ree l  sayı lar  kümesi  ise m n in 
en küçük  tam sayı  değer i  kaçt ı r?

Örnek...40 :Örnek...40 :     
f (x)=log (x2+5x+m)π  fonks iyonunun en  geniş  

tanım kümesi   ℝ−{k } kümesi  ise  m−k kaçt ı r?

Örnek...41 :Örnek...41 :
f (x)=loga (mx+n)  fonks iyonunun graf iğ i  

ç iz i l i rken 
i )  tanım kümesi  bu lunur
i i )  mx+n=0 iç in  graf iğ in  x  eksenin i  kest iğ i  
nokta (x 0 ,0)  bu lunur
i i i )  mx+n=a iç in  graf iğ in  geçt iğ i  A(x 1 ,1)  
noktası  bu lunur
iv)  mx+n i fadesin in  durumuna göre  göre 

graf ik   ya da   şek i l ler inden b i r i  

o larak ç iz i l i r.

Yukar ıda ver i len lere  göre f (x)=log2 (x−2)  

fonks iyonunun graf iğ in i  ç iz in iz .
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DEĞERLENDİRME DEĞERLENDİRME 

1) f :ℝ→ℝ+ , f(x)=(a+2)x  üstel fonksiyonu için
 f(3)=1331 dir. Buna göre, a kaçtır?

2) log√5(125)=x  ve log2(x−2)=a  ise x, a nın kaç
katıdır?

3)  log[8+ log2 [3+2log3(x−1)]]=1  
olduğuna göre, x kaçtır?

4) 7x+5−2=13  olduğuna göre, x  kaçtır?

5) f :ℝ→ℝ+ , f(x)=53x+2−7
  fonksiyonunun   ters 

fonksiyonunu bulunuz?

6) f :(−2
5

,∞)→ℝ , f(x)=log2(5x+2)+7  

fonksiyonunun ters fonksiyonunu bulunuz?

7) f (x)=log x2−x+1(x
2+6 x+5 )  fonksiyonunun en 

geniş  tanım kümesini bulunuz?

8) f :ℝ→ℝ+ , f(x)=4ex−2+3  fonksiyonunun   ters 
fonksiyonunu bulunuz?
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 LOGARİTMA−2 LOGARİTMA−2
 ÖZELLİKLER

LOGARİTMA İŞLEMİNİNLOGARİTMA İŞLEMİNİN
ÖZELLİKLERİÖZELLİKLERİ

ÖZELLİK 1ÖZELLİK 1

a∈ℝ+ −{1} , log 1a =0

İSPATİSPAT

Örnek...1 :Örnek...1 :
logπ1=?

Örnek...2 :Örnek...2 :
log2 x−3(4a+5)=0 i se a+x tam sayı  o larak en  

az kaçt ı r?

ÖZELLİK 2ÖZELLİK 2

a∈ℝ+ −{1} , loga a=1

İSPATİSPAT

Örnek...3 :Örnek...3 :
log2020+ log2121+...+ log5757=?

ÖZELLİK 3ÖZELLİK 3

a∈ℝ+ −{1} x , y∈ℝ+ olmak üzere,
loga(x.y)=loga x+ loga y

Örnek...4 :Örnek...4 :
log2+ log5=?

Örnek...5 :Örnek...5 :
log362+log363+ log366=?

Örnek...6 :Örnek...6 :
log2=a, log3=b i se log6 sayıs ının  a ve b 

türünden eş i t i  nedi r?

Örnek...7 :Örnek...7 :
log2=m ve log13=n i se log1040 sayıs ının m

ve n türünden eş i t i  nedi r?

Örnek...8 :Örnek...8 :
log2=a, log60=b i se log3 sayıs ının  a ve b 

türünden eş i t i  nedi r?

Örnek...9 :Örnek...9 :
log2=k i se log5 sayıs ının  k  türünden eş i t i  

nedi r?
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 LOGARİTMA−2 LOGARİTMA−2
 ÖZELLİKLER

Örnek...10 :Örnek...10 :
log2 31!=k log2 32!  İ fades in in  k   türünden 

eş i t i  nedi r?

Örnek...11 :Örnek...11 :
log2 sinx+ log2 cosx=−1 eşi t l iğ in i  sağlayan 

poz i t i f  en küçük x  açıs ı  kaç derecedi r?

UYARIUYARI

özel l ik  3  ün sonucu o larak loga xn=n.loga x

Örnek...12 :Örnek...12 :
log2400=a ve log3=b i se log2 sayıs ının a 

ve b türünden eş i t i  nedi r?

Örnek...13 :Örnek...13 :
log2

7√16+ log3
5√9+ log5

1
25

=?

Örnek...14 :Örnek...14 :
log

1
2

+log
2
3
+ log

3
4
+ log

999
1000

=?

Örnek...15 :Örnek...15 :
log√12+√12+√12+ ...√56+√56+√56+...

Örnek...16 :Örnek...16 :
an=bx

am=by
i se n

m
= x

y
olduğunu göster in iz?

Örnek...17 :Örnek...17 :
2x+1=53+y

25y−2=4x
i se y−5x  kaçt ı r?

ÖZELLİK 4ÖZELLİK 4

a∈ℝ+ −{1} x , y∈ℝ+ loga(
x
y
)=loga x−loga y

Örnek...18 :Örnek...18 :
log(a .b

c
) i fades in in  a,  b  ve c  n in  logar i tmalar ı

türünden eş i t i  nedi r?
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 LOGARİTMA−2 LOGARİTMA−2
 ÖZELLİKLER

Örnek...19 :Örnek...19 :
log

m
n. √k

 İ fadesin i   m ,n  ve k  nın 

logar i tmalar ı  türünden eş i t i  nedi r?

Örnek...20 :Örnek...20 :
3logm+2logn−4logk  i fades in i  tek b i r  sayının  

logar i tması  türünden yazınız .

Örnek...21 :Örnek...21 :
logm−logn=2 i se m sayıs ının  n türünden eş i t i

nedi r?

Örnek...22 :Örnek...22 :
3x=7 ve 3y=63 i se y−x nedi r?

2

ÖZELLİK 5   ( TABAN DEĞİŞTİRME ÖZELLİĞİ )ÖZELLİK 5   ( TABAN DEĞİŞTİRME ÖZELLİĞİ )

logab=
logcb

logca
=

logd b

logda
= log b

loga
= lnb

lna
=...

Örnek...23 :Örnek...23 :
log23 sayıs ını  3  fark l ı  tabanda yazınız .

Örnek...24 :Örnek...24 :
log3 4.log45. log5 6......log8081=?

Örnek...25 :Örnek...25 :
log√2

5. log25
3√49. log5√7

256=?

UYARI 1:UYARI 1:

Taban değiş t i rme özel l iğ in in  sonucu 

o larak logab= 1
logb a

yazabi l i r iz .

Örnek...26 :Örnek...26 :
1

log270
+ 1

log5 70
+ 1

log770
=?

Örnek...27 :Örnek...27 :
logp x=4, logm x=5 i se logp.mx=?
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 LOGARİTMA−2 LOGARİTMA−2
 ÖZELLİKLER

UYARI 2 UYARI 2 

Taban değiş t i rme özel l iğ in in  sonucu 

o larak  logan b=1
n

logab yazabi l i r iz .  

Bu i fade  daha önceki  özel l ik ler le  

b i r leşt i rerek  daha genel   logan bm=m
n

. logab

i fadesi   yazı lab i l i r.

Örnek...28 :Örnek...28 :

logpr=2 i se log
p2 r3+ log

p3 r4+ log 1
p5
( 1

r2)=?

Örnek...29 :Örnek...29 :
log32128+log0,250,125=?

Örnek...30 :Örnek...30 :
5√x3= 4√y7 i se logx y=?

Örnek...31 :Örnek...31 :
log7=x ve log11=y i se log1149 x ve y  

türünden nedi r?

Örnek...32 :Örnek...32 :
log3=x ve log72=y i se log126 x ve y  

türünden nedi r?

Örnek...33 :Örnek...33 :
log35=x ve log57=y i se log73 x ve y  

türünden nedi r?

Örnek...34 :Örnek...34 :
log35=x i se log5675 x türünden nedi r?

12. Sınıf Matematik Konu Anlatımı12. Sınıf Matematik Konu Anlatımı 44//66

w
w

w
.

m
a

t
b

a
z

.
c

o
m



 LOGARİTMA−2 LOGARİTMA−2
 ÖZELLİKLER

Örnek...35 :Örnek...35 :
log330=m ve  log325=n i se log6450 m ve n 

türünden nedi r?

ÖZELLİK 6ÖZELLİK 6

i )  alogab=b       i i ) alogbc=clogba

Örnek...36 :Örnek...36 :
3log3 4+6log67=?

Örnek...37 :Örnek...37 :
7log75+25 log5 2+√7

log7 16=?

Örnek...38 :Örnek...38 :
eln9+32+log35=?

Örnek...39 :Örnek...39 :
e2ln5+91+log34=?
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 LOGARİTMA−2 LOGARİTMA−2
 ÖZELLİKLER

DEĞERLENDİRME DEĞERLENDİRME 

1) ln tanx+ lncotx=?

2) log2secx+ log2cosecx=1
2

eşitliğini sağlayan en

küçük pozitif x açısı kaç derecedir?

3) log13=a, log2=b ise log1352 sayısının a 
ve b türünden eşiti nedir?

 
4) log362 . log36 3=p  ise log36

2 2+ log36
2 3

ifadesinin p türünden eşiti nedir?

5) 1
4

logm+ 2
3

logn−logk  İfadesini  tek bir sayının

logaritması türünden yazınız

6) log3=a ve log18=y ise log7212 a ve y 
türünden nedir?

7) √log23+log 90=logx ise x kaçtır?

8) log
(√ x7.√x7.√x7 ....)

( 5√x2) =?

9) log3=x , log 4=n ise log2030 sayısını x ve n
cinsinden ifade ediniz?

10) e2ln(2x−3)=4 x kaç olabilir?

12. Sınıf Matematik Konu Anlatımı12. Sınıf Matematik Konu Anlatımı 66//66

w
w

w
.

m
a

t
b

a
z

.
c

o
m



 LOGARİTMA − 3 LOGARİTMA − 3
( ÜSTLÜ− LOGARİTMALI DENKLEMLER )

ÜSLÜ DENKLEMLERÜSLÜ DENKLEMLER

1)  [ f(x)]n=[ f (x)]m  n=m

Örnek...1 :Örnek...1 :
644 x − 3=512 x − 2  ise x  kaçt ı r?

Örnek...2 :Örnek...2 :
6.2 x − 3+3.2 x − 2−2 x=2048  ise x  kaçt ı r?

[f (x)]n=[g(x)]n  f (x)=g(x) (n tek)
[f (x)]n=[g(x)]n  |f(x)|=|g (x)| (n çift)  

Örnek...3 :Örnek...3 :
(5 x+1)43=(2x+8)43 i se x  kaç o lab i l i r?

Örnek...4 :Örnek...4 :
(2 x−1)2=(x−5)2 i se x  kaç o lab i l i r?

Örnek...5 :Örnek...5 :
(x−2)6=x3 i se x  kaç o lab i l i r?

[ f(x)][g(x )]=1 i ç in  3  durum mümkündür.

 
i )    f (x)=1 ve g(x)  her  ree l  değer i  a lab i l i r

i i )   f (x)=−1 ise g(x)  ç i f t  tam sayı  

i i i )  g(x)=0 ise f (x)≠0  yeter l id i r.

Örnek...6 :Örnek...6 :
(x−2)x2−16

=1 ise x  kaç o lab i l i r?

Örnek...7 :Örnek...7 :
(x−3)x 2−9=1 i se x  kaç o lab i l i r?

LOGARİTMALILOGARİTMALI  DENKLEMLERDENKLEMLER

a∈ℝ+ −{1},b∈ℝ f (x)>0, g(x)>0 ik i  

fonks iyon  o lmak üzere,

loga f (x)=b f (x )=ab

loga f (x)=loga g (x) f(x)=g(x)

UYARIUYARI    

Herhangi  b i r  logar i tmal ı   denklemi   
genel lemedeki  bağınt ı lar ı  ku l lanarak  
çözmeden önce mut laka tanım kümeler in i
be l i r tmek gerek i r.  Toplam veya fark  
i fadeler inden çarpım veya bölüme 
dönüşen i fadeler  i lk  ha l ler iy le  tanıml ı  
o lmak zorundadır.
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 LOGARİTMA − 3 LOGARİTMA − 3
( ÜSTLÜ− LOGARİTMALI DENKLEMLER )

Örnek...8 :Örnek...8 :
 log2(3x+1)=4

denklemin in  çözüm kümesin i  bu lunuz?

Örnek...9 :Örnek...9 :
 log(2−x)(4)=2

denklemin in  çözüm kümesin i  bu lunuz?

Örnek...10 :Örnek...10 :
  logx2 (x2−x+1)=1  

denk lemin in  çözüm kümesin i  bu lunuz?

Örnek...11 :Örnek...11 :
 log18(x−4 )+ log18(x+3)=1  

denk lemin in  çözüm kümesin i  bu lunuz?

  

Örnek...12 :Örnek...12 :
 log3(2x−3 )+ log1

3

(3x+2)=1  

denk lemin in  çözüm kümesin i  bu lunuz?

Örnek...13 :Örnek...13 :
 log(x2)+log(3x)=log30  

denklemin in çözüm kümesin i  bu lunuz?

Örnek...14 :Örnek...14 :
 log3

2(5 x+1)−log3(5x+1)=20  

denklemin in çözüm kümesin i  bu lunuz?

Örnek...15 :Örnek...15 :
log(x+y)=logx+ logy  

ise y  n in  x  türünden eş i t i  nedi r?

Örnek...16 :Örnek...16 :
 logx (2x+8)=2  

denk lemin in çözüm kümesin i  bu lunuz?
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 LOGARİTMA − 3 LOGARİTMA − 3
( ÜSTLÜ− LOGARİTMALI DENKLEMLER )

Örnek...17 :Örnek...17 :
 log2(a )+ log4(a )+ log8(a )+ ...+ log32(a )=137

15
 

ise a kaçt ı r?

Örnek...18 :Örnek...18 :
 log2(a ).log4(a ). log8(a )... log32(a)= 4

15
ise a kaçt ı r?

Örnek...19 :Örnek...19 :
  log(x−3)−logx=log(2x−1)−log2x

denklemin in  çözüm kümesin i  bu lunuz?

Örnek...20 :Örnek...20 :
5logx 2+2logx 25=272 denklemin in  çözüm kümesin i

bu lunuz

Örnek...21 :Örnek...21 :
52x+20=9.5x

denklemin in çözüm kümesin i  bu lunuz?

Örnek...22 :Örnek...22 :
2lnx2

+2 lnx−2=0
denklemin in çözüm kümesin i  bu lunuz

UYARIUYARI

( f(x))a=g (x)b türünden i fadelerde  her  ik i  

taraf ın  logar i tması  a l ınarak çözüme 
g id i leb i l i r.

 

Örnek...23 :Örnek...23 :
xlog 3 x=9 x i se x  kaç o lab i l i r?

Örnek...24 :Örnek...24 :   
xlog 5 x=x i se x  kaç o lab i l i r?
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 LOGARİTMA − 3 LOGARİTMA − 3
( ÜSTLÜ− LOGARİTMALI DENKLEMLER )

DEĞERLENDİRMEDEĞERLENDİRME

1) 49
4−2x

=343
x−2

 ise x kaçtır?

2) (x+1)2048=(2x+3)1024 ise x kaç olabilir?

3)   log 5−x (25)=2   

denkleminin çözüm kümesini bulunuz?

4)   log2 (x+1)−log2 (3x−2)=1  

denkleminin çözüm kümesini bulunuz?

5)   log2 (x+2)−4 log(x+2)=60  

denkleminin kökleri çarpımı yapıldığında elde 
edilen sayının tam kısmı kaç basamaklıdır?

6)  16
log 2

x =x
denkleminin çözüm kümesini bulunuz?

7)  ex−4=12.e−x

denkleminin çözüm kümesini bulunuz?

8)  ln2 x+ lnx2=48

denkleminin çözüm kümesini bulunuz?

9)  (x+3)log (x+3)2 =16

denkleminin çözüm kümesini bulunuz?
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 LOGARİTMA−4 LOGARİTMA−4
 EŞİTSİZLİKLER  EŞİTSİZLİKLER 

ÜSTLÜ VE LOGARİTMALIÜSTLÜ VE LOGARİTMALI
EŞİTSİZLİKLEREŞİTSİZLİKLER

ÜSTLÜ EŞİTSİZLİKLER :ÜSTLÜ EŞİTSİZLİKLER :

a∈ℝ+ −{1},b ,c∈ℝ  o lmak üzere,  

1)  a>1, b<c  ab<ac

2)  0<a<1, b<c  ab>ac
biç imindedi r.

UYARIUYARI

Taban 0 i le  1  arasındaysa eş i ts iz l iğ in  yön
değiş t i rd iğ ine d ikkat  ed in iz .

Örnek...1 :Örnek...1 :
43x−2>16x+1

eşi ts iz l iğ in in  çözüm kümesi  nedi r?

Örnek...2 :Örnek...2 :

(1
2)

x 2−x

>(1
2)

3 x+32

eşi ts iz l iğ in in  çözüm kümesi  nedi r?

Örnek...3 :Örnek...3 :

( 1
25)

4−3x

>( 1
625)

x+ 1

eşi ts iz l iğ in in  çözüm kümesi  nedi r?

LOGARLOGARİTMALI EŞİTSİZLİKLER:İTMALI EŞİTSİZLİKLER:

a∈ℝ+ −{1},b ,c∈ℝ f (x )> 0, g(x)>0 i k i  

fonks iyon  o lmak üzere,

1) a>1, loga f (x)< loga g(x) f(x)<g(x)

2) 0<a<1, loga f(x)< logag(x) f(x)>g(x)
biç imindedi r.

UYARIUYARI

1)  Taban 0 i le  1  arasındaysa eş i ts iz l iğ in  
yön değiş t i rd iğ ine d ikkat  ed in iz .

2)  loga f (x)<g(x) türünden eş i ts iz l ik ler

loga f (x)<loga ag(x )
şekl inde  düşünülürse 

çözüme g id i l i rken  f (x) ve a g(x)

karşı laşt ı rması  ku l lanı lab i l i r.

Örnek...4 :Örnek...4 :
log5(3x−2)<2

eşi ts iz l iğ in in  çözüm kümesi  nedi r?

Örnek...5 :Örnek...5 :
log 1

4

(5x+4)< −3

eşi ts iz l iğ in in  çözüm kümesi  nedi r?

Örnek...6 :Örnek...6 :

log2
x+4
x−2

<1

eşi ts iz l iğ in in  çözüm kümesi  nedi r?
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 LOGARİTMA−4 LOGARİTMA−4
 EŞİTSİZLİKLER  EŞİTSİZLİKLER 

Örnek...7 :Örnek...7 :
log(x−2)< log (x2−2x)

eşi ts iz l iğ in in  çözüm kümesi  nedi r?

Örnek...8 :Örnek...8 :
log1

3

(x−1)< log1
3

(x3−x2)

eşi ts iz l iğ in in  çözüm kümesi  nedi r?

Örnek...9 :Örnek...9 :
log5(x)< log25(x

2−x)
eşi ts iz l iğ in in  çözüm kümesi  nedi r?

Örnek...10 :Örnek...10 :
log(x+1)+log(x+2)< logx2

eşi ts iz l iğ in in  çözüm kümesi  nedi r?

Örnek...11 :Örnek...11 :

5log7 x+xlog75≥ 2
25

eşi ts iz l iğ in in  çözüm kümesi  nedi r?

Örnek...12 :Örnek...12 :
10log x< logx9

eşi ts iz l iğ in in  çözüm kümesi  nedi r?
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 LOGARİTMA−4 LOGARİTMA−4
 EŞİTSİZLİKLER  EŞİTSİZLİKLER 

Örnek...13 :Örnek...13 :
x< log2 100< y

eşi ts iz l iğ inde  x  ve y  ardış ık  ik i  sayı  ise x+y 
kaçt ı r?

Örnek...14 :Örnek...14 :
x< log 1

5

675<y

eşi ts iz l iğ inde  x  ve y  ardış ık  ik i  sayı  ise x .y  
kaçt ı r?

Örnek...15 :Örnek...15 :
a=log5 60 ,  b=log6 35 ,  c=log 1

7

28  ve d=ln40

sayı lar ın ı  s ı ra layınız?

UYARI 1UYARI 1

Birden büyük b i r  sayının 10 luk 
logar i tmasının  tam kısmı ,  sayının ondal ık
yazı l ımındaki  tam kısmının basamak 
sayıs ından 1 eks ik t i r.

Örneğin  x=log(3.585 .684⏟
7 basamak

,2356) i se 

x=6, . . . .  b iç iminde b i r  sayıdı r.  Burada 
v i rgü lden öncesi  hesaplanabi l i r  ama 
v i rgü lden sonrası  iç in  hazı r  logar i tma 
tab lo lar ı  vardı r.

Genel  o larak b i r  sayının kaç basamakl ı  
o lduğunu bulmak is t iyorsak sayının  
logar i tmasının  tam kısmını  bu lur  ve bu 
değere  1 ek ler iz .  

Örnek...16 :Örnek...16 :
25896,356 sayıs ının  on luk logar i tmasının tam
kısmı  nedi r?

Örnek...17 :Örnek...17 :
log2=0,301  ise 2200

sayıs ı  kaç 

basamakl ıd ı r?
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 LOGARİTMA−4 LOGARİTMA−4
 EŞİTSİZLİKLER  EŞİTSİZLİKLER 

Örnek...18 :Örnek...18 :
log7=0,845  ise 4950 sayıs ı  kaç 

basamakl ıd ı r?

UYARI 2UYARI 2

0 i le  1  arasında o lan  b i r  sayının 
logar i tmasını  hesaplamak is t iyorsak,  bu 
sayının v i rgü lden sonrak i  0  dan fark l ı  i lk  
rakama kadar  o lan  0 adet in in  sayıs ı  n  
tane ise logar i tması  a l ınan  sayının tam 
kıs ımı  −n o lur.
Örneğin,  0 ,005 sayıs ının  logar i tmasını  
a l ı rsak,  log(0,005)=−2, . . . . .  yazabi l i r iz .

Ya da  0 ,005 sayıs ı ,   10
− 3

< 0,005 <10
− 2

 
ara l ığ ında o lduğundan  

log10
− 3

< log(0,005)  < log10
− 2

 den
   −3< log(0,005)  <−2 bulunur.

Örnek...19 :Örnek...19 :
0,0007 sayıs ının on luk logar i tması  a  ve b 
ardış ık  tam sayı lar  o lmak üzere (a,b)  
ara l ığ ında ise  a .b kaçt ı r?

Örnek...20 :Örnek...20 :
0,00001002 sayıs ının on luk logar i tması  a  ve  
b ardış ık  tam sayı lar  o lmak üzere  (a,b)  
ara l ığ ında ise  a .b  kaçt ı r?
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 LOGARİTMA−4 LOGARİTMA−4
 EŞİTSİZLİKLER  EŞİTSİZLİKLER 

DEĞERLENDİRMEDEĞERLENDİRME

1) ( 1
27)

2−x

>( 1
243)

x +3

eşitsizliğinin çözüm kümesi 

nedir?

2) log2(x−2)< log2(x
2−2x ) eşitsizliğinin çözüm 

kümesi nedir?

3) log2(3x−2
x+1 )<1 eşitsizliğinin çözüm kümesi 

nedir?

4) log2( x−2

x2−2)<0 eşitsizliğinin çözüm kümesi 

nedir?

5) 2< log3(x−2)≤5 eşitsizliğini sağlayan tam 
sayıların toplamı kaçtır?

6) log1
7

(x)< log 1
49

(x2−2x−8) eşitsizliğinin çözüm 

kümesi nedir?
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 LOGARİTMA−4 LOGARİTMA−4
 EŞİTSİZLİKLER  EŞİTSİZLİKLER 

7) f (x)=log2(4−lnx) fonksiyonunun en geniş 
tanım kümesi nedir?

8) x< log1
7

112<y eşitsizliğinde x ve y ardışık iki 

sayı ise x−x.y kaçtır?

9) 4545,56 sayısının onluk logaritmasının tam 
kısmı nedir?

10) log7=0,845 ve log2=0,301  ise 28150 sayısı 
kaç basamaklıdır? 

11) 0,00307 sayısının onluk logaritması a ve b 
ardışık tam sayılar olmak üzere (a,b) 
aralığında ise   a.b kaçtır?

12) log3≅0,477 İse 30030 sayısı kaç 
basamaklıdır?
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 LOGARİTMA − 5 LOGARİTMA − 5
GERÇEK HAYAT PROBLEMLERİ

 ÜSTEL VE LOGARİTMİK VE MODELLEME ÜSTEL VE LOGARİTMİK VE MODELLEME

Bi leş ik  fa iz ,  b i r  fa iz  döneminde kazanı lan
fa iz in  ana paraya i lave edi lerek  her  devre
değişen  ana para üzer inden hesaplanı r.
Örneğin  b i r  k iş i  100 T l  y ı l l ık  %10 
üzer inden fa ize yat ı rd ığında 

1.  y ı l  sonu 100.(1+ 10
100 ) =110

2.  y ı l  sonu 110.(1+ 10
100 ) =121

TL paraya sahip  o lur.

Bu i fadeyi A+ f=A.(1+ n
100)

t

biç iminde 

model leyebi l i r iz .

Jakob Bernoul l i ,e  sabi t in i  b i r leş ik  fa iz  
problemin i  ince lerken keşfetmişt i r  

El inde  1 ₺ sı o lan b i r  yat ı r ımcı  parasını  
y ı lda %100 fa iz  veren b i r  bankaya 

yat ı r ı rsa 1  sene sonra 2 ₺;  

6  ayda b i r   %50 fa iz  veren b i r  bankaya 

yat ı r ı rsa 1  sene sonra 2,25 ₺;  

3  ayda b i r   %25  fa iz  veren b i r  bankaya 

yat ı r ı rsa 1  sene sonra 2,44 ₺;  

ayda b i r   % 8,33  fa iz  veren b i r  bankaya 

yat ı r ı rsa 1  sene sonra 2,61 ₺ ;  

Her  gün iş leyen fa iz  veren b i r  bankaya 
günlük  (100/360 l ık  fa iz le)  yat ı r ı rsa 1  

sene sonra 2,714516 ₺ sı o lur.

Bu i fade   S=(1+1
x )

x

 i le  model len i rse 

(ana para 1 ₺ )  fa iz in  iş leme süres i  
uzadıkca,  y ı l  sonundaki  para 2 ve  3 
arasında bel l i  b i r  değere (2,714516 
şek l inde  devam eden i r rasyonel  b i r  
sayıya)  yak laşmaktadı r.

Tablodan da görü ldüğü üzere yakınsanan 
değer  e (Euler  sabi t i )  sayıs ıdı r.

Örnek...1 :Örnek...1 :
Yı l l ık  fa iz  oranı  n  ,  y ı l l ık  fa iz in  uygulanacağı  

y ı l  sayıs ı  t  o lmak üzere ,  A ₺  , t  y ı l  sonra 
bankaya yat ı r ı l ı rsa fa iz iy le  b i r l ik te

A.(1+ n
100)

t

₺ olarak e lde edi l iyor.

Buna göre y ı l l ık  %20 fa iz  oranıy la  bankaya 

yat ı r ı lan  360 ₺ 2  y ı lda ne kadar  fa iz  get i r i r?

Örnek...2 :Örnek...2 :
Okyanus  Coğrafyası  a lanında yapı lan  
araşt ı rmalar,  b i r  p la jdak i   eğ im m,  kum 
tanecik ler in in  or ta lama çapı  d  (mm 
c ins inden )  o lmak üzere p la j  eğ imi  ve  kum 
tanecik ler i  arasında m=0,118. log(d)+0,159 
i l işk is i  o lduğunu söy lemektedi r.  Buna göre 
kum tanecik ler in in  çapının or ta lama 0,1 mm 
olduğu b i r  p la j ın  eğ imi  kaçt ı r?

Örnek...3 :Örnek...3 :
Bir  bakter i   türünde nufus her  saat  2  kat ına 
ç ıkmaktadı r.  Buna göre kaç saat  sonra  nufus 
baş langıc ın  100 kat ına ç ıkar
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Örnek...4 :Örnek...4 :
a mikron türünden deprem dalgasının 
geniş l iğ i ,  T saniye türünden deprem 
dalgasının gerçek leşme süres i ,  B depremin 
kaydedi ld iğ i  rasathaneye bağl ı  b i r  sabi t  
değer  o lmak üzere  b i r  depremin ş iddet i  

R=log(a
t )+B r ichter  o larak 

hesaplanmaktadı r.
B=5 iç in  a=280 mikron  ve T=3,6 saniye i le  
kaydedi len depremin  ş iddet i  kaçt ı r?

Örnek...5 :Örnek...5 :
Ses ş iddet i  ( I )  b i r  ses kaynağının ses in 
yayı lma doğru l tusuna d ik  1  m 2  yüzeyde b i r  
saniyede yaydığı  ener j id i r.

Ses gücü ,L=10. log( I .10 1 2 )  o larak tanımlanı r.  
(b i r imi  des ibe ld i r  -dB-)

Bi r  düdüğün ses ş iddet i  10 wat t /m 2  ise 
düdüğün ses gücü nedi r?

Örnek...6 :Örnek...6 :
C: kandaki  tüm kolest ro l  mik tar ı  
H:  kandaki  l ipoprote in  mik tar ı  o lmak üzere b i r  
erkeğin ka lp kr iz ine yakalanma o lası l ığ ı  P  ,  

P=1,36. ln(C
H)−1,19

bağınt ıs ı  i le  hesaplanmaktadı r.
C=240 ve H=80 o lan  b i r  erkek iç in  ka lp kr iz i  
geç i rmeme o lası l ığ ı  kaçt ı r?  (Kadın larda bu 

o lası l ık  model i P=2,07. ln(C
H)−2,04  

b iç imindedi r )

Örnek...7 :Örnek...7 :
Herhangi  b i r  anda tüm yaşayan canl ı larda ve 
havada C-14 'ün C-12 'e  orana yak laşık  o larak 
sabi t t i r  ve  1/10 12   ( t r i lyonda b i r )  değer indedi r.
B i r  canl ı  ö ldükten  sonra vücudundaki  C-12 
miktar ı  sabi t  ka l ı rken,  C-14 beta ış ın ımı  
nedeniy le  (yar ı lanma ömrü 5736 y ı ld ı r )  
g iderek  azal ı r.  Bu ış ıma miktar ı  ku l lanı larak 
canl ı  ka l ı t ın ın  yaşı  öğreni lmektedi r
Karbon-14 yaş tay in i  iç in  aşağıdak i  formül  
ku l lanı lmaktadı r  :

T=

ln(Nf

No)
−0,693

. t 1
2

T tahmin edilen yaş, ln  doğal  logar i tma ,N f  /  N 0  

canl ı  ka l ı t ındak i  karbon-14 miktar ın ın  canl ı  
dokulardak i  C-14 karbon miktar ına  oranı  ,  t 1 / 2  

i se Karbon-14 'ün yar ı  ömrüdür  (5736 y ı l ) .

Canl ı  b i r  örneğin %10'u kadar  b i r  Karbon-14 
içeren  b i r  canl ı  ka l ı t ın ın  yaşı  yak laşık  kaçt ı r?

Konu i le  i lg i l i  araşt ı r ın ız
Gelenbevi  İsmai l  Efendi  ,  John Napier
Facebook       in ternet  s i tes in i  ku l lanan k iş i    
sayıs ını  model lemek iç in  ince leyebi leceğin iz  
geogebra ça l ışma sayfası  bağlant ıs ı  .

12. Sınıf Matematik Konu Anlatımı 12. Sınıf Matematik Konu Anlatımı 22//22

w
w

w
.

m
a

t
b

a
z

.
c

o
m

http://www.geogebra.org/m/349323
http://www.geogebra.org/m/349323
http://www.geogebra.org/m/349323
http://www.geogebra.org/m/349323


    DİZİLER    DİZİLER--11

DİZİ DİZİ KAVRAMIKAVRAMI

DİZİLERDİZİLER

Tanım kümesi  poz i t i f  Tam Sayı lar  kümesi , 
değer  kümesi  Reel  Sayı lar  kümesi  o lan 
her  fonks iyona d iz i  deni r.

Diz i  genel  o larak f :ℤ+ →R  o lmak üzere,   
tanım kümesi ;  {1 ,  2 ,  3 ,  .  .  . ,  n ,  .  .  . }  ve 
görüntü kümesi ;
 f (ℤ+ )={f (1) ,  f (2) ,  f (3)  f (n) ,  .  .  . }  d i r.  

D iz i lerde değişken iç in  x  yer ine  n seç i l i r  
ve genel l ik le ,  f (n)   yer ine   (a n  )  , (b n  )  , (x n  ) 
b iç iminde temsi l  ed i l i r ler .

Örneğin f :ℤ+ →R, f (x )=x2 d iz is in i   (a n)=(n2 )  
b iç iminde veya (a n)=(1,4 ,9,... , n2,... )olarak 
yazı lab i l i r.  
Bu d iz ide bazı  ter imler  
a1=1, a 3=9, a10=100

(a n )  = (a 1 ,  a 2 ,  a 3 ,  .  .  .  ,  a n ,  .  .  .  )
  şek l inde yazı ld ığ ında.
a 1  diz in in  b i r inc i  ter imi
a 2  d iz in in  ik inc i  ter imi
a 3  d iz in in  üçüncü ter imi
a n  diz in in  n inc i  ter imi  veya genel  
ter imid i r.  
(k ısaca f (n)=a n  düşünülür)

Örnek...1 :Örnek...1 :
Genel  ter imi ;   an=

1
n+1

 o lan d iz i  

(an)=(1
2

,
1
3

,
1
4

,... ,
1

n+1
, ...) şek l inde yazı lab i l i r.

 

Örnek...2 :Örnek...2 :

(an)=( 1
n−781)  İ fades i  b i r  d iz i  be l i r tmez çünkü 

bu i fadeyi  tanım kümesi  poz i t i f  tamsayı lar  
kümesi  deği ld i r.

 

Örnek...3 :Örnek...3 :
Aşağıdak i   i fadelerden hangi ler i  b i r  d iz in in  
genel  ter imi  o lab i l i r?

an=
1

n2−200

bn=tan (no )

cn=
1

n3−n

dn=log2 (100−n)

en=
√600−n

n2+1

fn=
3√n−20

Örnek...4 :Örnek...4 :
Genel  ter imi  w n=n2+1 o lan d iz in in  üçüncü 
ter imi  kaçt ı r?

Örnek...5 :Örnek...5 :
Genel  ter imi  rn=n3−n+2  o lan d iz i  iç in  i lk  üç 
ter im top lamı  nedi r?

Örnek...6 :Örnek...6 :
Genel  ter imi  un=n!  o lan d iz ide 10. ter im 8.  
ter imin kaç kat ıd ı r?  
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Örnek...7 :Örnek...7 :
Genel  ter imi  an={n+2 n<10

n−2 n⩾10
olan  d iz i  iç in  

a9+a 8−a10  kaçt ı r?  

Örnek...8 :Örnek...8 :
Genel  ter imi  an={2n−3 n tekse

n2+1 n çiftse
olan d iz i  

iç in  a9+a 8−a10  kaçt ı r?  

Örnek...9 :Örnek...9 :
Genel  ter imi   an=2+4+6+...+2n  o lan d iz i  iç in  

a) a5=?

b)a10−a9=?

Örnek...10 :Örnek...10 :
Genel  ter imi   an=1.2.3...n  o lan d iz i  iç in  a25 
ter imin in  sondan kaç basamağı  0  dı r?

Örnek...11 :Örnek...11 :
Genel  ter imi  xn=

2n−3
n+1

 d iz is in in  kaçıncı  ter imi  

7
4

 o lur?

Örnek...12 :Örnek...12 :

(an)=(19n−n2

n2+13n )  d iz is in in  kaç ter imi  poz i t i f t i r?

Örnek...13 :Örnek...13 :

(cn)=(n2+5n+10
n+1 )  d iz is in in  kaç ter imi  

tamsayıdı r?
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Örnek...14 :Örnek...14 :

(pn )=(n2−3n+1
n+1 )diz is in in  kaç ter imi  (1

2)den 

küçüktür?

Örnek...15 :Örnek...15 :
 (bn)=(n2−4n+13 ) d iz is in in  en küçük ter imi  
nedi r?

Örnek...16 :Örnek...16 :
(bn )=(9−n2−7n ) d iz is in in  en büyük ter imi  nedi r?

Örnek...17 :Örnek...17 :
(bn )=(13−n2 )  d iz is in in  en çok kaç ter imi  
( -20,20)   arasındadır?

Örnek...18 :Örnek...18 :
Genel  ter imi  an={2n n tek

2n−1 n çift
olan d iz i  iç in   

i lk  4  ter im çarpımı  kaçt ı r?

Örnek...19 :Örnek...19 :
Genel  ter imi  dn=2n. (n+1 ) ! o lan  d iz ide ardşık  ik i  
ter imden b i r i  d iğer in in  12 kat ıd ı r.  Bu 
ter imlerden küçük o lanı  kaçt ı r?

İNDİRGEMELİ DİZİİNDİRGEMELİ DİZİ

Bir  ter imi  kendinden önceki  b i r  veya 
b i rkaç ter im c ins inden tanımlannan 
d iz i lere  ind i rgemel i  d iz i  deni r.  Bu 
e lemanlar  arasındaki  bağınt ıya  da 
ind i rgeme bağınt ıs ı  deni r.

Örnek...20 :Örnek...20 :   
Uygun şar t larda tanıml ı  (a n) diz is in in  
e lemanlar ı  arasında a2n+1−a 2n−1=n bağınt ıs ı  
var  ve a1=9 i se a7  kaçt ı r?

Örnek...21 :Örnek...21 :
Uygun şar t larda tanıml ı  (a n) diz is in in  

e lemanlar ı  arasında an+1=
4.an+5

4
bağınt ıs ı  

var  ve a1=
1
4

i se a31  kaçt ı r?
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DİZİLERİN  EŞİTLİĞİDİZİLERİN  EŞİTLİĞİ

İk i  d iz in in  eşı t  o lması  iç in  aynı  s ı radaki  
ter imler i  b i rb i r ine eş i t  o lmal ıd ı r.  
(a n )   ve (b n )  ik i  d iz i  o lmak üzere her  
poz i t i f  n  tamsayıs ı  iç in   a n = b n  ise (a n )   ve 
(b n )    d iz i ler ine eş i t  d iz i ler  deni r  ve bu 
eş i t l ik  (a n )  = (b n )  o larak  yazı l ı r.

Örnek...22 :Örnek...22 :

(pn )=(3n+12
n+4 ) d iz is i  ve (kn)=(3.cos2nπ ) d iz is i  eş i t 

d iz i lerd i r  çünkü bu d iz i ler in  genel  ter imler i  
eş i t  ve 3  tür.

DİZİLERDE İŞLEMLERDİZİLERDE İŞLEMLER

1.  Toplama ve  Çıkarma
İk i  d iz iy i  top lamak veya ç ıkarmak iç in  bu 
d iz i ler in  genel  ter imler inde  top lama ve 
ç ıkarma yapı l ı r.
 (a n)± (bn)=(an±bn )

2.  Çarpma – Bolme
Ik i  d iz iy i  çarpmak iç in  bu d iz i ler in  genel  
ter imler i  çarpı l ı r.
(a n). (bn )=(an . bn)

Ik i  d iz iy i  bö lmek iç in  de bu  ik i  d iz in in  
genel  ter imler i  bö lünür.

(a n): (bn )=(an

bn
), bn≠0

Bir  d iz iy i  sabi t le  çarpmak iç in  de  bu  
d iz in in  genel  ter imin i  sabi t le  çarpmak 
yeter l id i r.
c (an )=(c.an)

Örnek...23 :Örnek...23 :
(a n)=(n+2 ), (bn )=(3−n

2) d iz i ler i  iç in  is tenen 

d iz i ler i  hesaplayınız .
(a n)+(bn)

(a n). (bn )

(bn ):(an )

3 (a n)+2 (bn )

SONLU DİZİSONLU DİZİ

Ap={1,2,3, ...p }kümesi  b i r  p  e lemanl ı  sonlu  
küme o lmak üzere tanım kümesi  
Ap={1,2,3, ...p } o lan her  d iz iye b i r  p  ter iml i  
sonlu  d iz i  deni r.

Örnek...24 :Örnek...24 :
Ap={1,2 ,3,...100 }  f : Ap→R, f (n )=an=n2 genel  
ter imiy le  ver i len d iz i ,100  ter iml i  sonlu b i r  
d iz id i r.

Örnek...25 :Örnek...25 :
(bn )=(13−n2 )sonlu  d iz is in in  tüm ter imler i  -100 
den büyükse en  küçük ter imi  kaçt ı r?

Örnek...26 :Örnek...26 :
(a n)=(√16−n)sonlu d iz is in in  en çok  kaç e lemanı 
vardı r?

Örnek...27 :Örnek...27 :   
(a n)=( tan (no) )sonlu d iz is in in  en çok  kaç e lemanı 
vardı r

.

SABİT DİZİSABİT DİZİ

Bütün  ter imler i  b i rb i r ine eş i t  o lan d iz i lere 
sabi t  d iz i ler  deni r.
(a n )=( -2, -2 , -2  -2 , . . . , -2 , . . . )
d iz is in in  her  ter imi  -2  o lduğundan sabi t  
d iz id i r.
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Uyarı Uyarı 

(a n)=(P (n))  yani  po l inom t ip inde  b i r  d iz i  
sabi tse d iz ide n içeren  ter imler  varsa bu 
ter imler in  katsayı lar ı  0  o lmal ıd ı r.

Örnek...28 :Örnek...28 :
(sn)=( (3−k )n2+(2m+1 )n−m.k+5)  d iz is i  sabi t  d iz i  
ise  s189  kaçt ı r?

UyarıUyarı

(a n)=( P (n )
Q (n))  yani  rasyonel  i fade   t ip inde b i r 

d iz i  sabi tse d iz ide pay  ve paydada n 
içeren ter imler in  eş i t  derecel i  o lan lar ın ın 
katsayı lar ı  orant ı l ı  o lmal ıd ı r.

Örnek...29 :Örnek...29 :

(pn )=(3n+15
n+5 ) d iz is i  sabi t  d iz id i r

Örnek...30 :Örnek...30 :

(xn)=(an+3
n+7 ) d iz is i  sabi t  d iz i  ise a kaçt ı r?

Örnek...31 :Örnek...31 :

(xn )=( (a−2 )n2−2n+4
bn+7 )  d iz is i  sabi t  d iz i  ise a +b 

kaçt ı r?

Üçgensel  sayı lar :  1  den n ye kadar  
ardış ık  sayı lar ın  top lamını  veren sayı lara 
üçgensel  sayı lar  deni r.
1 ,3 ,6,10, , ,  sayı lar ı  üçgensel  sayı lardı r

Karesel  sayı lar :  Ardış ık  2  üçgensel  
sayının  top lamı  b i r  kare sayıdı r.
1+3=4=2 2

3+6=9=3 2

Fibonacci  d iz is i ,  her  sayının  kendinden 
öncekiy le  top lanması  sonucu o luşan b i r  
sayı  d iz is id i r.

Fn={0 n=0
1 n=1
F(n−1)+F(n−2) n>1

F
n
=1,1,2,3,5,8, . . .

 Bu şek i lde devam eden bu d iz ide sayı lar  
b i rb i r ler iy le  oranlandığında a l t ın  oran 
or taya ç ıkar,  yani  b i r  sayı  kendis inden 
önceki  sayıya bölündüğünde a l t ın  orana  

(√5+1
2 )gi t t ikçe yak laşan b i r  d iz i  e lde edi l i r.

Örnek...32 :Örnek...32 :
5 basamaklı bir  merdiveni her seferinde 
a) 1 ya da 2 adım atarak çıkan bir kişi en çok kaç farklı 
biçimde çıkabilir? 
a) 1 ya da 2 ya da 3 adım atarak çıkan bir kişi en çok kaç 
farklı biçimde çıkabilir
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DEĞERLENDİRMEDEĞERLENDİRME

1) an−a n+1=
3
2

 ve a
6
 =-12 ise  a

24
  kaçtır?

2) (cn)=( n3

n+5)dizisinin kaç terimi tamsayıdır?

3) (an)=(n3−9n2−18n
2n−7 )dizisinin kaç terimi 

negatiftir?

4) (bn)=(sec (no) ) sonlu dizisinin en çok kaç 
elemanı vardır?

5) k bir tamsayı olmak üzere , genel terimi 

an={3n n=3k
3n+1 n=3k +1
2+3n n=3k+2

olan dizisinin ilk üç 

terimi toplamı kaçtır?

6) Genel terimi  (a n)=( 1
n2+3n+2) olan dizisinin ilk 

10 terimi toplamı kaçtır?

7) (an)=( (k+2)n3+ (2m+1 )n2−(k.m−p )n+5 ) dizisi 
sabit dizi ise  a3 kaçtır?

8) (kn )=(3n−2x
9−2n )  dizisi sabit dizi ise x kaçtır?

9) (a n)=(3n−2 ), (bn )=(1+n
2)  dizileri için cn=(an−4.bn ) 

dizisinin ikinci terimi kaçtır?

10) (un )=(24−n2−4n ) dizisinin en büyük terimi 
nedir?

11) (un )=(3n2−19n+7 ) dizisinin en küçük terimi nedir?

12) A={-1,0,1,2,3,4}  kümesin in  en çok kaç a l t 
kümesinde ardış ık  2  ter im bulunmaz ?
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 DİZİLER-2 DİZİLER-2

ARİTMETİK  DİZİARİTMETİK  DİZİ

TOPLAM SEMBOLÜTOPLAM SEMBOLÜ

1+r+r2+ ...+rN=∑
k=0

N

rk  b iç iminde k ısaca 

top lam sembolü ku l lanı larak da (∑ )  
göster i leb i l i r.

∑
k=a

b

xk i fades inde k  sayıs ına ind is ,  a  

sayıs ına  a l t  s ın ı r,  b  sayıs ına üst  s ın ı r  
deni r  .  x k  sayı lar ı ,  k  n ın a tamsayıs ından 
baş layıp  b i rer  ar tarak son o larak b  
değer in i  a lmasıy la  son bulan top lamı  
yapı lacak  o lan ter imlerd i r.  

Örnek...1 :Örnek...1 :

 ∑
k=−2

3

(2k+1)  top lamının  değer i  kaçt ı r?

Örnek...2 :Örnek...2 :

 ∑
k=1

20

k •(−1)k  iş lemin in  sonucu kaçt ı r?

Örnek...3 :Örnek...3 :

 ∑
k=1

20 1

k2+k
 iş lemin in  sonucu kaçt ı r?

ARİTMETİK DİZİARİTMETİK DİZİ

Bir  (a n )  d iz is in in  rastge le ardış ık  ter imler i 
arasındaki  fark   sabi t  sayı  ise,  bu d iz iye 
ar i tmet ik  d iz i  deni r.

  ∀n∈ℕ+ a n+1−an=r
i se,  (a n )   or tak fark ı  r  o lan ar i tmet ik  
d iz id i r.

Örnek...4 :Örnek...4 :
(a n)=(2,8,14,20, ..., 6n−4, ... )  d iz is i  or tak  fark ı  6  
o lan  b i r  ar i tmet ik  d iz id i r.

Örnek...5 :Örnek...5 :
Aşağıda  genel  ter imi  ver i len  d iz i ler  ar i tmet ik 
mid i r?
a)  x n =(2n+1) /3      b)a n =1/n   c)  c n =n!

ARİTMETİK DİZİNİN ÖZELLİKLERİ ARİTMETİK DİZİNİN ÖZELLİKLERİ 

a n  or tak fark ı  r  o lan b i r  ar i tmet ik  d iz i  
o lsun
özel l ik1

a 1=a1

a2=a 1+r
a3=a2+r=a 1+2r
a4=a1+3r

:
an=a1+(n−1)r

Örnek...6 :Örnek...6 :
İ lk  ter imi  8  or tak  fark ı  5  o lan b i r  ar i tmet ik  
d iz in in  50.  ter imi  kaçt ı r?
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 DİZİLER-2 DİZİLER-2

ARİTMETİK  DİZİARİTMETİK  DİZİ

Örnek...7 :Örnek...7 :
İ lk  ter imi  10  o lan b i r  ar i tmet ik  d iz in in  27.  
ter imi  62 ise or tak fark ı  kaçt ı r?

Örnek...8 :Örnek...8 :
Ortak fark ı  26 o lan b i r  ar i tmet ik  d iz in in  14.  
ter imi  350 ise i lk  ter imi  kaçt ı r?

Özel l ik2

an=a1+(n−1)r i se 
an−a1

n−1
=r  veya daha 

genel  o larak
a x−ay

x−y
=r  

Örnek...9 :Örnek...9 :
Bir inc i  ter imi  5 ,  or tak fark ı  4  o lan  ar i tmet ik  
d iz in in   
a)  genel  ter imin i   b)  5 .  ter imin i   bu la l ım.

Örnek...10 :Örnek...10 :
Bir inc i  ter imi  2  ve ik inc i  ter imi  7 /2 o lan  
ar i tmet ik  d iz in in  
a)  or tak fark ını  b)10.  ter imin i  c)  genel  
ter imin i  bu lunuz.

Örnek...11 :Örnek...11 :
İ lk  ter imi  -2 ,  or tak fark ı  4  o lan  b i r  ar i tmet ik  
d iz in in  kaçıncı  ter imi  14 tür?

Örnek...12 :Örnek...12 :
 Dördüncü ter imi  14,  onuncu ter imi  38  o lan 
b i r  ar i tmet ik  d iz in in  ik inc i  ter imi  nedi r?

Örnek...13 :Örnek...13 :
 B i r  ar i tmet ik  d iz in in  a.  ter imi  b ,  b .  ter imi  a  
ise 4.  ter imi  nedi r?

Örnek...14 :Örnek...14 :
5 i le  80  arasına bu ter imler  har iç  19  tane 
daha sayı  yer leşt i r i lerek ar tan b i r  sonlu  
ar i tmet ik  d iz i  e lde edi l iyor.  Bu d iz in in  or tak  
fark ı  nedi r?

Örnek...15 :Örnek...15 :
İ lk  ter imi  9 ,  or tak  fark ı  2  ve son ter imi  27 
o lan  sonlu b i r  ar i tmet ik  d iz in in  ter im sayıs ı  
kaçt ı r?
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 DİZİLER-2 DİZİLER-2

ARİTMETİK  DİZİARİTMETİK  DİZİ

Özel l ik3

 Bi r  ar i tmet ik  d iz ide  ap=
a p−k+a p+k

2
yani  ar i tmet ik  b i r  d iz ide b i r  ter im 
kendis ine  eş i t  uzak l ık tak i  ter imler in  
ar i tmet ik  or ta lamasıdı r.

Örnek...16 :Örnek...16 :
Onuncu ter imi   15 o lan  b i r  ar i tmet ik  d iz in in  9. 
ve 11.   ter imler i  top lamı  kaçt ı r?

Örnek...17 :Örnek...17 :
Üçüncü ter imi   20 o lan b i r  ar i tmet ik  d iz in in  i lk  
5  ter imi    top lamı  kaçt ı r?

Özel l ik4
Sonlu  b i r  ar i tmet ik  d iz ide baştan ve 
sondan  eş i t  uzak l ık tak i  herhangi  ik i  
ter imin top lamı  aynı  sabi t  sayıya eş i t t i r.
(a n )  sonlu  ar i tmet ik  d iz i  o lsun. (a n )  =  
(a 1 ,a 2 ,…a n )
a 1  +  a n  = a 2  +  a n - 1  =.  .  .  =  a k  +  a n - k + 1 =…

Örnek...18 :Örnek...18 :
(a n )  b i r  ar i tmet ik  d iz i  o lsun.  a 1 0  =  15 ve a 5  =  7 
ise a 7  + a 8  kaçt ı r?

Örnek...19 :Örnek...19 :
 B i r  ar i tmet ik  d iz in in  10.  ter imi  8  o lduğuna 
göre 1.  ve 19.  ter imler i  top lamı  nedi r?

Özel l ik5
 Bi r  ar i tmet ik  d iz in in  i lk  n  ter im top lamı ;  
S n  i le  göster i l i r  ise

S n =a 1 +a 2 +a 3 +. . .+a n  = 
n
2

(a1+an) di r.

Örnek...20 :Örnek...20 :
Genel  ter imi  a n = 5n  -  2  o lan b i r  ar i tmet ik  
d iz in in  i lk  20 ter im top lamı  nedi r?

Örnek...21 :Örnek...21 :
Bir  ar i tmet ik  d iz in in  i lk  4  ter imin in  top lamı  10 
ve i lk  8  ter imin in  top lamı  68 o lduğuna göre 
bu d iz in in  10 ter imi  nedi r?

Örnek...22 :Örnek...22 :
 İ lk  n  ter imin in  top lamı  n 2 +3n o lan b i r  
ar i tmet ik  d iz in in  
a)  4 .  ter imi?  b)  or tak fark ı  kaçt ı r

Örnek...23 :Örnek...23 :
 Şekilde bir kısmı görülen konser alanında en
 ön sırada 60 oturma yeri vardır. Her sırada bir 
önceki sıradan 4 kişilik fazla oturma yeri 
bulunmaktadır. Konser alanında toplam  1960 
kişilik olduğuna göre, en arka sırada kaç kişiliktir ?

  1  122.Sınıf Matematik Konu Anlatımı .Sınıf Matematik Konu Anlatımı 33//55

w
w

w
.

m
a

t
b

a
z

.
c

o
m



 DİZİLER-2 DİZİLER-2

ARİTMETİK  DİZİARİTMETİK  DİZİ

DEĞERLENDİRMEDEĞERLENDİRME

1) 2+5+8+...302=?

2) (an) bir aritmetik dizi olmak üzere,

a2=5  ve  a4 + a6 + a8 =63

olduğuna göre, bu dizinin ilk terimi kaçtır?

3) (a n)=(1
2

,1, x , y ...) aritmetik dizisinin ilk 5 

terimi çarpımı nedir?

4) İlk n terimi toplamı  Tn= 5n - 2 olan bir 
aritmetik dizinin 9. terimi kaçtır? 

5) Bir aritmetik dizinin terimleri için

a 13  = 26 , a 19 =  34 ise  göre, bu dizinin ilk 31 
terimi toplamı kaçtır?

6) (a n ) aritmetik dizisinde,

a 4 – a 2 = 10 ve a 20 = 103

olduğuna göre, a 11 kaçtır?

7) İlk 40 terim toplamı 1200 olan dizinin ilk terimi 
ortak farkından 11 küçükse dizinin 41.terimini 
bulunuz.

8) ilk n terim toplamı Sn olan bir aritmetik dizide,

S5 – S 4 = 20 , S 7 = 10 ise bu dizinin ortak 
farkı kaçtır?
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 DİZİLER-2 DİZİLER-2

ARİTMETİK  DİZİARİTMETİK  DİZİ

9) Bir aritmetik dizinin terimleri için

a 4 + a 5 = 62

a 8 + a 10 = 134

ise  göre, bu dizininn ilk 10 terimi toplamı 
kaçtır?

10) Üç terimli bir aritmetik dizinin terimleri toplamı 
3, terimlerinin karelerinin toplamı 21 olduğuna 
göre dizinin en küçük terimi en az kaç olabilir?

11) (an) bir aritmetik dizi olsun. a8 = 12 ve a15 = 54 
ise bu dizinin ilk n terimi toplamı kaçtır?

12) ∑
k=0

90

cos2k  işleminin sonucu kaçtır?

13) ∑
k=0

20 k
(k +1)!

 işleminin sonucu kaçtır?

14) ∑
k=0

63 1

√k+√k+1
 işleminin sonucu kaçtır?
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DİZİLER-3DİZİLER-3

GEOMETRİK DİZİ-TOPLAM SEMBOLÜGEOMETRİK DİZİ-TOPLAM SEMBOLÜ

GEOMETRİK DİZİGEOMETRİK DİZİ

Bir  (a n )  d iz is in in  ardış ık  ter imler i  
arasındaki  oranı  ayni  sabi t  say i  ise,  bu 
d iz iye geometr ik  d iz i  deni r.

∀n∈ℕ+ ,
an+1

a n

=r    ise,  (a n )   or tak çarpanı  r  

o lan geometr ik  d iz id i r.

Örnek...1 :Örnek...1 :
(a n )  =  (2 .3 n )  d iz is in in  geometr ik  d iz i  o lup 
o lmadığını  ince leyel im.

GEOMETRİK DİZİNİN ÖZELLİKLERİGEOMETRİK DİZİNİN ÖZELLİKLERİ  

(a n )  or tak fark ı  r  o lan b i r  ar i tmet ik  d iz i  
o lsun
özel l ik  1

  

a1=a1

a2=a1 .r

a 3=a2 . r=a 1 .r2

a 4=a1r3

:
an=a1 .rn−1

Örnek...2 :Örnek...2 :
(a n ) = (2, 10, 50,  ...)

geometr ik  d iz is inde 5.  ter im kaçt ı r  ?

Örnek...3 :Örnek...3 :
İ lk  ter imi  3 ,  or tak çarpanı  2  o lan b i r  geometr ik  
d iz in in  6.  ter imi  kaçt ı r?

Örnek...4 :Örnek...4 :
Pozi t i f  ter iml i  ve i lk  ter imi  1

250
  o lan b i r  

geometr ik  d iz in in  7.  ter imi  125
2

 ise or tak 

çarpanı  kaçt ı r?

Örnek...5 :Örnek...5 :
Ortak çarpanı  1

2
 o lan b i r  geometr ik  d iz in in  8.  

ter imi  512   ise i lk  ter imi  kaçt ı r?

Özel l ik  2

 an=a1 .rn−1 i se 
an

a1

=rn−1  veya daha genel  

o larak
a x

a y

=rx−y  

Örnek...6 :Örnek...6 :
 B i r  (a n )  geometr ik  d iz is in in  i lk  ter imi  1 /2  ve

or tak çarpanı  5√2 olan d iz in in  16.  ter imin i  
bu la l ım.

Örnek...7 :Örnek...7 :
 B i r  (a n )  poz i t i f  ter iml i  geometr ik  d iz ide,  
a 2  = 4  ve  a 7  = 128 o lduğuna göre,  
a)5.  ter imi  b)  genel  ter imin i  bu lunuz.
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DİZİLER-3DİZİLER-3

GEOMETRİK DİZİ-TOPLAM SEMBOLÜGEOMETRİK DİZİ-TOPLAM SEMBOLÜ

Örnek...8 :Örnek...8 :
2/3 i le  1 /48 arasına  bu sayı lar  har iç  4  sayı  
yer leşt i r i lerek 6 ter iml i  aza lan  b i r  geometr ik  
d iz i  e lde edi l iyor.  Bu d iz in in  2.  ter imi  kaçt ı r?

Özel l ik  3
Bi r  geometr ik  d iz ide  ap

2=a p−k . ap+k  yani  
geometr ik  b i r  d iz ide b i r  ter im kendis ine 
eş i t  uzak l ık tak i  ter imler in  geometr ik  
or ta lamasıdı r.

Örnek...9 :Örnek...9 :
Onuncu ter imi   8  o lan b i r  geometr ik  d iz in in  7.
ve 13.   ter imler i  çarpımı  kaçt ı r?

Örnek...10 :Örnek...10 :
Bir  geometr ik  d iz in in  ardış ık  üç ter imi  
x  -1 ,x ,  x  + 3  ise göre x  kaçt ı r?

Özel l ik  4
 Sonlu b i r  geometr ik  d iz ide  baştan ve 
sondan  eş i t  uzak l ık tak i  herhangi  ik i  
ter imin çarpımı  aynı  sabi t  sayıya  eş i t t i r.

(a n )  sonlu geometr ik  d iz i  o lsun.
(a n )  = (a 1 ,a 2 ,…a n )
a 1  .  a n  = a 2  .  a n - 1  = .  .  .  = a k  .  a n - k + 1 =…

Örnek...11 :Örnek...11 :
Üçüncü ter imi   20 o lan b i r  geometr ik  d iz in in  i lk
5 ter imi    çarpımı  kaçt ı r?

Örnek...12 :Örnek...12 :
Bir  geometr ik   d iz ide,

a 3 7  .  a  4 3  = A   o lduğuna göre,  a 4 0    ,A 
türünden nedi r?  (A⩾0)  

Örnek...13 :Örnek...13 :
Bir  geometr ik  d iz in in  ardış ık  üç ter imin in  
top lamı  26,  çarpımı  216 dı r.  Bu üç ter imden en
küçük o lanı  nedi r?

Örnek...14 :Örnek...14 :
Bir  (a n )  geometr ik  d iz is inde

a7=log125 ,a17=1+log5 2  ise a12 kaç o lab i l i r?
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DİZİLER-3DİZİLER-3

GEOMETRİK DİZİ-TOPLAM SEMBOLÜGEOMETRİK DİZİ-TOPLAM SEMBOLÜ

Örnek...15 :Örnek...15 :
 B i r  geometr ik  d iz in in  ardış ık  a l t ı  ter imi  
s ı rasıy la   x ,  y,  60,1/3,  z ,  t    o lduğuna göre,  
x .y.z , t  çarpımının değer i  kaçt ı r?

Örnek...16 :Örnek...16 :
 (a ,  2a-2,  b-4)  sonlu d iz is i  hem ar i tmet ik  hem
de geometr ik  d iz i  o lduğuna göre,  a .b n in  
değer i  kaç o lur?

Özel l ik  5
(x n )    geometr ik  d iz i  ise ,bu geometr ik  

d iz in in  i lk  n  ter im top lamı  Sn=x1.(rn−1
r−1 )

Burada r⩾1  iç in  top lam sını rs ız  o larak 
büyür. 0⩽r<1  İse top lam b i r  gerçek 
sayıya yak laşı r.

Örnek...17 :Örnek...17 :
Bir  (a n )    geometr ik  d iz is inde,  a 1  = 4  ve  or tak 
çarpan 2 ise i lk  on ter im top lamını  bu lunuz.

Örnek...18 :Örnek...18 :
Bir  poz i t i f  ter iml i  (a n )    geometr ik  d iz is inde,  
a 4  = 3  ,  a 6  = 147  ise i lk  4  ter im top lamını  
bu lunuz.

Örnek...19 :Örnek...19 :
İ lk  n  ter im top lamı  S n  =  1-2 - n   olan  b i r  
geometr ik  d iz in in  beş inc i  ter imi  kaç o lur?

Özel l ik  6
(a n )    geometr ik  d iz i  ise ,bu geometr ik    
i lk  n  ter im çarpımı Çn=√(an. a1)

n

Örnek...20 :Örnek...20 :
Bir  (a n )    geometr ik  d iz is inde,  a 1  =  2  ve or tak 
çarpan 8 ise i lk  a l t ı   ter im çarpımını  bu lunuz.
 

Örnek...21 :Örnek...21 :
Email yoluyla yayılan bir bilgisayar virüsü belli bir anda  
bir miktar kullanıcıya yollanıyor. Virüs bir  kişiye 
bulaştıktan bir gün sonra, bulaştığı kişinin listesinde 
kayıtlı 2  kişiye  kendini  mail yoluyla bulaştırmaktadır.  
virüsün bulaştığı kişi sayısı 10.günde 10230 kişi olduğuna
göre, virüs başlangıçta kaç kişiye bulaştırılmıştır? (farklı 
kişilerden aynı kişilere mail gitmediği ve kişilerin 
listelerinde 2 den fazla kişi olduğu varsayılacaktır)
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DİZİLER-3DİZİLER-3

GEOMETRİK DİZİ-TOPLAM SEMBOLÜGEOMETRİK DİZİ-TOPLAM SEMBOLÜ

DEĞERLENDİRMEDEĞERLENDİRME

1) (xn)=( 1
3
+( 1

3
)

2

+...+( 1
3
)

n) ise a3 kaçtır?

2) Bir geometrik dizinin terimleri için

 a8+a 13=162  , a4+a9=2   ise  bu dizinin ortak çarpan 
kaçtır?

3)  Bir (an) geometrik dizisinin ilk terimi 1  ve 
ortak çarpanı 8√2 olan dizinin 65. terimi 
kaçtır?

4)  Bir (an) geometrik dizisinin ilk terimi 1/256  ve 
ortak çarpanı  2 ise bu dizinin ilk 20 terimi 
çarpımı kaçtır?

5) (x, y , x2−x)  sonlu dizisi hem aritmetik hem 
geometrik diziyse x+y en çok kaçtır?

6) Pozitif terimli (an ) geometrik dizisinde ilk 7 
terim çarpımı e21 ln6  olduğuna göre,dizinin 4.
terimi kaçtır?

7) Bir geometrik dizinin ilk 8 terim toplamının ilk 4
terim toplamına oranı 626 ise , bu dizinin ortak 
çarpanı kaçtr?
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TRİGONOMETRİ − TRİGONOMETRİ − 11  

YAY TOPLAM VE FARKIYAY TOPLAM VE FARKI

YAY TOPLAM VE FARKININ YAY TOPLAM VE FARKININ 
TRİGONOMETRİK ORANLARITRİGONOMETRİK ORANLARI

1)  sin(a+b)  = sina.cosb + cosa.sinb 

2)  s in(a−b)  = sina.cosb − cosa.sinb 

3)  cos(a+b)  = cosa.cosb − sina.sinb 

4)  cos(a−b)  = cosa.cosb + sina.sinb

Örnek...1 :Örnek...1 :
İ fadeler in  değer in i  hesaplayınız?

a)  cos(15 0 )

b)  s in(15 0 )

Örnek...2 :Örnek...2 :
Bir  ABC üçgeninde cosA.cosB−sinA.s inB 
iş lemin in C türünden eş i t i  nedi r?

Örnek...3 :Örnek...3 :
sin27.cos33+sin 33.cos27
sin 16.sin14−cos14.cos16

 İş lemin in  sonucu 

kaçt ı r?

Örnek...4 :Örnek...4 :
sin22.cos8+cos82.cos22
cos34 cos11−cos56 cos79

 İş lemin in  sonucu 

kaçt ı r?

5)  tan(a+b)= tana+tanb
1−tana . tanb

 

6)  tan(a−b)= tana−tanb
1+tana . tanb

 

7)  cot(a+b)= 1
tan(a+b)

Örnek...5 :Örnek...5 :
İ fadeler in  değer in i  hesaplayınız?

a)  tan(15 0 )

b)  tan(75 0 )

c)  cot ( 11π
12

)

Örnek...6 :Örnek...6 :
tanx 0 = u o lmak üzere cot (135 0 −x 0 )  u  türünden
nedi r?
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TRİGONOMETRİ − TRİGONOMETRİ − 11  

YAY TOPLAM VE FARKIYAY TOPLAM VE FARKI

Örnek...7 :Örnek...7 :
MTZ bi r  üçgen,
|TG|=3br,|GZ|=5br
|MT|=6br  o lduğuna göre

tan (̂GMZ)  kaçt ı r?  

Örnek...8 :Örnek...8 :
ABCD dikdör tgen 
│AB│=│AE│
│AD│= 5 br
│CE│= 1 br
olduğuna göre,

tan (B̂KE) kaçtır? 

Örnek...9 :Örnek...9 :
 √3.cos20−sin 20

cos17.cos33+cos107.sin33

YARIM AÇI BAĞINTILARIYARIM AÇI BAĞINTILARI

1) sin(2x) = 2sinx.cosx  

2) cos(2x) = 2cos 2x−1 
                = 1−2sin 2x
                = cos 2x−sin2x  

3)  tan(2x )= 2. tanx

1−tan2 x

4)  cot(2x )= 1
tan 2x

Örnek...1 :Örnek...1 :
s inx= 3

5
 ise tan2x=?

Örnek...2 :Örnek...2 :
cosx−sinx= 2

3
 ise s in2x  kaç o lab i l i r?

Örnek...3 :Örnek...3 :
s in15 0 .cos15 0 =?

Örnek...4 :Örnek...4 :
s in 2 15 0 −cos 2 15 0 =?
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TRİGONOMETRİ − TRİGONOMETRİ − 11  

YAY TOPLAM VE FARKIYAY TOPLAM VE FARKI

Örnek...5 :Örnek...5 :
cos2x

cosx−sinx
=1

2
 ise tan2x  kaç o lab i l i r?

Örnek...6 :Örnek...6 :
sin 990

sin 270 +
cos990

cos270  iş lemin in  sonucu kaçt ı r?

Örnek...7 :Örnek...7 :
s in18 0 =p ise  cos 4 18 0 −sin 4 18 0  i fades in in  p 
c ins inden eş i t in i  bu lunuz?

Örnek...8 :Örnek...8 :
 tan70=y ise cos40 0  i fades in in  x  ve y  
c ins inden eş i t in i  bu lunuz?

Örnek...9 :Örnek...9 :

tan( x
2) =t   ise  cosx i fadesin in  t  c ins inden 

eş i t in i  bu lunuz?

Örnek...10 :Örnek...10 :
s in10 0 .s in50 0 .s in70 0   çarpımının  eş i t in i  
bu lunuz?

Örnek...11 :Örnek...11 :
1+cos2 x
1−cos2x

. tan2x  iş lemin in  sonucu kaçt ı r?
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TRİGONOMETRİ − TRİGONOMETRİ − 11  

YAY TOPLAM VE FARKIYAY TOPLAM VE FARKI

DEĞERLENDİRMEDEĞERLENDİRME

1) Bir ABC üçgeninde cotA= 1
3

 ve cotB=
1
4

 olmak 

üzere, cot(Ĉ)  kaçtır?

2) ABCD dikdörtgeninde
 3.|AD|=4.|AH|=2.|HB|

ise cot (̂HDB)  kaçtır? 

3) cos(arsin
3
5

+arctan
5

12) =?

4) sin180=x, ise sin1260 ifadesinin x cinsinden 

eşitini bulunuz?

5) cosx−cosy=−2sin( x+y
2

)●sin( x−y
2

)

cosec180−sec360=?

6) MTZ bir üçgen
m(̂TZM)=2.m (̂ZTM)

ise  tan (M̂TZ) kaçtır?

(Sinüs teoremi
kullanınız)

7) √1+sin2x
cos2x−sin2x

=3
2

 ise s in2x  kaç o lab i l i r?

8) cosx+cosy=2cos ( x+y
2

)●cos ( x−y
2

)

sinx+siny=2sin( x+y
2

)●cos( x−y
2

)   o lduğuna 

göre,

arctan( sin 10+sin50
cos10+cos 50) =?
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TRİGONOMETRİ – 2  TRİGONOMETRİ – 2  

TRİGONOMETRİK DENKLEMLERTRİGONOMETRİK DENKLEMLER

TRİGONOMETRİK DENKLEMLERTRİGONOMETRİK DENKLEMLER

İç inde b i l inmeyenin  t r igonometr ik  
fonks iyonlar ı  bu lunan,  b i l inmeyenin bazı  
değer ler i  iç in  doğru  o lan eş i t l ik lere,  
t r igonometr ik  denklem deni r.  Denklemi  
sağlayan değer lere,  denklemin kök ler i ;  
kök ler in  o luşturduğu kümeye de çözüm 
kümesi  deni r.  Çözüm kümesin i  bu lmak 
iç in  yapı lan iş lemlere de  denklemi  çözme
deni r.

A) A) cos(x)=cosα  DENKLEMİNİN ÇÖZÜMÜ DENKLEMİNİN ÇÖZÜMÜ

Bir im çember üzer inde s tandar t  
poz isyonda α  radyanl ık  yayın b i t im 
noktası  C,   −α  radyanl ık  yayın b i t im 
noktası  D o lsun.   Şek l i  ince ley in iz .

         

cosx=cos α  

ise k  b i r  tam
sayı  o lmak
üzere,
denklemin
çözüm
kümesi
aşağıdak i  g ib i  bu lunur.

   Ç={x:  x= α + k .2π  veya x= −α + k .2π  }

GENEL OLARAKGENEL OLARAK

cos(f (x))=cos(g(x))→{ f (x)= g(x)+k .2π
f (x)=−g(x)+k .2π

Örnek...1 :Örnek...1 :
cos(4x−60)=cos(2x)  

denklemin in  çözüm kümesin i  bu lunuz? 

Örnek...2 :Örnek...2 :
cos(2x+40)=

−√3
2

 

denklemin in çözüm kümesin i  bu lunuz

B)  B)  sin(x )=sinα  DENKLEMİNİN ÇÖZÜMÜ  DENKLEMİNİN ÇÖZÜMÜ 

Bir im çember  üzer inde s tandar t  
poz isyonda α  radyanl ık  yayın b i t im 
noktası  C,   π−α  radyanl ık  yayın b i t im 
noktası  D o lsun.  Şekl i  ince ley in iz .

s inx=sin α   

ise k  b i r  tam sayı
o lmak üzere,
denklemin  çözüm
kümesi  aşağıdak i
g ib i  bu lunur.

  Ç={x:  x= α + k .2π  veya x= π − α + k .2π  }

GENEL OLARAKGENEL OLARAK

sin(f (x))=sin (g (x))→{ f (x)= g(x)+k.2 π
f(x)=π−g (x)+k .2 π

Örnek...3 :Örnek...3 :
s in(5x−120)= √3

2
 denklemin in çözüm 

kümesin i  bu lunuz
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TRİGONOMETRİ – 2  TRİGONOMETRİ – 2  

TRİGONOMETRİK DENKLEMLERTRİGONOMETRİK DENKLEMLER

Örnek...4 :Örnek...4 :
s in(6x−40)= cos(2x+20)  

denklemin in  çözüm kümesin i  bu lunuz?

Örnek...5 :Örnek...5 :
s in(2x+40)=−sinx 

denklemin in  çözüm kümesin i  bu lunuz?

Örnek...6 :Örnek...6 :
s in(x)=−1 

denklemin in   (0 ,360)  ara l ığ ında kaç fark l ı  
çözümü vardı r?

C)  C)  tan(x)=tanα  DENKLEMİNİN ÇÖZÜMÜ  DENKLEMİNİN ÇÖZÜMÜ 

Bir im çember  üzer inde s tandar t  
poz isyonda α  radyanl ık  yayın b i t im 
noktası  C,   π+α radyanl ık  yayın b i t im 
noktası  E o lsun.   x=1 doğrusuna tan jant  
ekseni  dendiğ in i  öğrenmişt ik .  Or i j inden 
ve C (  ve E)  noktasından geçen doğrunun
tanjant  eksenin i  kest iğ i  nokta D o lsun.  
İnce ley in iz .

tanx=tan α  

ise k  b i r  tam
sayı  o lmak
üzere
 

Ç={x:  x= α + k .π   }  

GENEL OLARAKGENEL OLARAK

tan (f (x))=tan (g (x))→{f (x)= g (x)+k .π

Örnek...7 :Örnek...7 :
tan(x)= √3  

denk lemin in çözüm kümesin i  bu lunuz?

Örnek...8 :Örnek...8 :
tan(5x−20 o )= tan(3x+30 o )  

denklemin in çözüm kümesin i  bu lunuz?
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TRİGONOMETRİ – 2  TRİGONOMETRİ – 2  

TRİGONOMETRİK DENKLEMLERTRİGONOMETRİK DENKLEMLER

D)  D)  cot(x)=cotα  DENKLEMİNİN ÇÖZÜMÜ  DENKLEMİNİN ÇÖZÜMÜ 

cotx=cot α  ise k  b i r  tam sayı  o lmak üzere
 

Ç={x:  x= α + k .π   }

GENEL OLARAKGENEL OLARAK

cot(f (x))=cot (g (x))→{f (x)= g (x)+k .π

Örnek...9 :Örnek...9 :
cot (3x)=−1 denklemin in çözüm kümesin i  
bu lunuz

Örnek...10 :Örnek...10 :
Cot(3x)=tan(2x)  denklemin in  çözüm kümesin i  
bu lunuz

Örnek...11 :Örnek...11 :

tan2x+√2−2sin2x
cos2x

=1  denklemin in (0 ,90)  

arasındaki  çözümünü kaçt ı r?

Örnek...12 :Örnek...12 :
tanx+cotx  = 4cos2x denklemin i  sağlayan x  in  
poz i t i f  en küçük değer i  kaçt ı r?

Örnek...13 :Örnek...13 :
  2cosx<cotx  eş i ts iz l iğ in in  (0 ,90)  ara l ığ ında 
çözüm kümesin i  bu lunuz
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TRİGONOMETRİ – 2  TRİGONOMETRİ – 2  

TRİGONOMETRİK DENKLEMLERTRİGONOMETRİK DENKLEMLER

a •b≠0,a , b∈ℝ   o lmak üzere  
as inx+ bcosx=c b iç imindeki  denklemlere 
k las ik  denklemler  deni r.  Bu denklemler  b  

ye bölünüp a
b

sinx+cosx=c
b

 b iç imine 

get i r i ld ik ten sonra (cosx  katsayıs ı  1  

yapı ld ık tan sonra)  tan (θ)=a
b

  dönüşü i le  

beraber  yay top lam fark  bağınt ı lar ı  
ku l lanı larak çözülür.  
Uyar ı  f (x)=msinx +ncosx  fonks iyonu x  in  
gerçek sayı  değer ler i  iç in
[−√m2+n2 ,√m2+n2]  ara l ığ ında değer ler  a l ı r

Örnek...14 :Örnek...14 :
√2sinx+√3cosx=3  denklemin in çözüm 

kümesin i  bu lunuz.

Örnek...15 :Örnek...15 :
√3sinx+cosx=√2  denklemin in  çözüm kümesin i  

bu lunuz.

Örnek...16 :Örnek...16 :
3sinx+4cosx=5  denklemin in  çözüm kümesin i  

bu lunuz.

f (sinx , cosx)=0  denk leminde  s inx ve  cosx 
i fadeler in in  dereceler i  eş i tse bu  tür  
denklemlere  homojen t r igonometr ik  
denklem deni r.Bu tür  denklemlerde  
eş i t l iğ in  her  ik i  yanı   cosx in  uygun 
kuvvet ine  bölünerek  cebi rse l  ha le  
get i r i leb i l i r

Örnek...17 :Örnek...17 :
sin2 x−2cosx •sinx−8cos2x=0   o lduğuna göre 

tanx değer i  kaça eş i t  o lab i l i r?  

Örnek...18 :Örnek...18 :
sin2 x+(√3+1)cosx •sinx+√3cos2x=0  denklemin in  

çözüm kümesin i  bu lunuz.
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TRİGONOMETRİ – 2  TRİGONOMETRİ – 2  

TRİGONOMETRİK DENKLEMLERTRİGONOMETRİK DENKLEMLER

DEĞERLENDİRME DEĞERLENDİRME 

1) cos22x−sin22x=sinx denkleminin (0,180) 
arasında kaç kökü vardır?

2) tan(4x−20).tan(2x)=1 denkleminin çözüm 
kümesini bulunuz?

3) secx=2 denkleminin çözüm kümesini 
bulunuz?

4) 2cos2x−3cosx−2=0 denkleminin çözüm 
kümesini bulunuz?

5) cos2x−sin2x=2sin2x−cos2x denkleminin 
çözüm kümesini bulunuz?

6) sinx−tan60.cosx=1 denkleminin en küçük 
kökü kaçtır?

7) s inx+cosx=1  denklemin in kök ler  top lamı  
kaçt ı r?

8) 1
1−cosx

+ 1
1+cosx

=4
3

 denklemin in  (0 ,500)  

ara l ığ ında kaç kökü vardı r?

9) cos3x+2sin3x= 3cosxsin2x denklemini sağlayan
dar açı kaç derecedir?

10) a.sinx+b.cosx=c denkleminin çözüm 
kümesinin boş olmaması için a, b ve c 
arasında hangi bağıntı olmalıdır?
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    DÖNÜŞÜMLER     DÖNÜŞÜMLER 

ÖTELEME −YANSIMA − DÖNME ÖTELEME −YANSIMA − DÖNME 

ÖTELEME DÖNÜŞÜMÜÖTELEME DÖNÜŞÜMÜ

Bir  şek l in  h iç  değişmeden(boyut lar ı  
bozulmadan)  sağ,so l ,  yukar ı   ve aşağı   
(eksenlere  para le l )yönlerde b i r  vektör  
doğru l tusunda yer  değiş t i r i lmesine  
öteleme  deni r.  

k  ve h poz i t i f
ree l  sayı lar
o lmak üzere
anal i t ik
düz lemde
koord inat ı
A(x,y)  o lan  b i r
noktanın  x  ekseni   boyunca k  b i r im sağa 
ve y  ekseni  boyunca h b i r im yukar ı  
ö te lenmiş  ha l i  A’ (x+k,y+h)  noktasıdı r.   

Örnek...1 :Örnek...1 :
    A(3,5)  noktasını  eksenler  boyunca  2  br  
sağa ve 5 br  yukar ı  ö te lenmiş in i  bu lunuz?

Örnek...2 :Örnek...2 :
A(1,−9)  noktasını  eksenler  boyunca  2  br  
so la  ve 8 br  yukar ı  ö te lenmiş in i  bu lunuz?

  

Örnek...3 :Örnek...3 :
 A(x ,  y)  noktasının eksenler  boyunca  4 br  
sağa ve 8 br  aşağı  ö te lenmesiy le  B(1,−2)  
noktası  e lde edi l iyor.  Buna göre A noktasının  
koord inat lar ı  çarpımını  bu lunuz.

Örnek...4 :Örnek...4 :
 f (x)=x 2  parabolünü eksenler  boyunca 1 b i r im 
sağa ve 1 b i r im aşağı  kaydı r ı lmasıy la  e lde  
edi len  parabolü bu lunuz

Örnek...5 :Örnek...5 :
 f (x)=x 2  +6x+11 parabolünü eksenler  boyunca
2 b i r im so la  ve 3 b i r im aşağı  kaydı r ı lmasıy la  
e lde  edi len parabolü bu lunuz

Örnek...6 :Örnek...6 :
Şeki ldek i  ABC
üçgenin in  eksenler
boyunca  4  b i r im
sağa ,  2  b i r im
aşağı  ö te lenmiş in i
bu lunuz
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    DÖNÜŞÜMLER     DÖNÜŞÜMLER 

ÖTELEME −YANSIMA − DÖNME ÖTELEME −YANSIMA − DÖNME 

DÖNME DÖNÜŞÜMÜ DÖNME DÖNÜŞÜMÜ 

Düzlemde b i r  P(x ,y)
noktasının  O noktası
et ra f ında    θ açıs ı  kadar
döndürü lmesiy le  e lde
edi len  nokta ( |OP|= |OQ|)

Q= Rθ (P)  = (  x .cos θ−ysin θ,  xs in θ+ycos θ )  
o lur.
 (  Bağınt ıda  P(x,y)=P( |OP|cos α , |OP|s in α)
ve  Q(x ı ,y ı )=Q(|OQ|cos (α+θ ), |OQ|s in (α+θ ))  
o lduğuna d ikkat )

Burada   Rθ  ya dönme dönüşümü deni r.

Düzlemin  her  P noktası  iç in   Rθ (P)  
dönmesi  yapı lab i l i r.

T u⃗:R2→R2

P→Rθ (P )
 fonks iyonu düz lemin  nokta lar ın ı  

düz lemin  nokta lar ıy la  eş leyen b i reb i r  ve 
ör ten  fonks iyon o lduğundan düz lemin b i r  
dönüşümü adını  a l ı r

Dönme esnasında değişmeyen noktaya 
dönme merkez i  deni r

Örnek...7 :Örnek...7 :
A(3,4) noktasını orjin etrafında pozitif yönde 90o 
döndürdüğümüzde hangi noktayı elde ederiz?

Örnek...8 :Örnek...8 :

Şeki ldek i  üçgenin O  
noktası  e t ra f ında
a)  poz i t i f  yönde 90 o

b)  negat i f  yönde 180 o

elde edi len
görüntü ler i  ç iz in iz?

Örnek...9 :Örnek...9 :
Aşağıda  ver i len nokta lar ı  or j in  e t ra f ında  
ver i len  açı lar  kadar  poz i t i f  yönde 
döndürü lmesiy le  e lde edi len  nokta lar ı  
bu lunuz.

 M(6,0)  θ=30o 

 L(0,√2)  θ=225o  

Örnek...10 :Örnek...10 :
A(x,y)  noktasının  or j in  e t ra f ında poz i t i f  yönde
90 o  döndürü ldüğünde B(6,−4)  noktası  e lde 
edi l iyor  .  Buna göre x .y  kaçt ı r?   

Örnek...11 :Örnek...11 :
 Köşe koord inat lar ı  A(−2,−4)  ,
B(1,2)  ve  C(−5,2)  o lan  ABC üçgenin in  2 br  
sağa ve 4 br  yukar ı  eksenler  doğru l tusunda 
öte lenmesi  sonucu e lde edi len  üçgen or j in  
e t ra f ında  poz i t i f  yönde 270 o  döndürü lüyor.  
E lde edi len  üçgenin ağı r l ık  merkez in i  
bu lunuz.

Düzlemde öte leme dönme ve bunlar ın  
b i leşke dönüşümler i  ,  uzak l ık  ve açı lar ın  
yönler in i  koruyan dönüşümlerd i r.

 Rθ ve Rα  ik i  dönme fonks iyonu ise
RθoRα=Rθ+α  o lur.

Örnek...12 :Örnek...12 :
K(6,−9)  iç in  [R230o o R−50o ](K )  noktasını  
bu lunuz?
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    DÖNÜŞÜMLER     DÖNÜŞÜMLER 

ÖTELEME −YANSIMA − DÖNME ÖTELEME −YANSIMA − DÖNME 

Bir  şek i l  merkez i  e t ra f ında 360 o  den  
küçük b i r  açı  i le  döndürü ldüğünde kendis i
i le  çakışoyorsa  dönme s imetr is ine 
sahipt i r  deni r.  Şek i l  merkez i  e t ra f ında 
döndürü lürken kendis i  i le  çakışan  en 
küçük dönme açıs ına en küçük dönme 
s imetr i  açıs ı  deni r.  (Dönme s imetr i  sayıs ı
360 ın  en küçük dönme s imetr i  açıs ına  
bölünmesiy le  bu lunur)

Düzgün Çokgen  Eşkenar üçgen Düzgün beşgen

En küçük dönme 
simetri açısı

120 72

Dönme simetri
sayısı

3 5

Yansıma ekseni
sayısı

3 5

YANSIMAYANSIMA

Bir  şek l in  ver i len  b i r
noktaya  veya doğruya göre
s imetr iğ in in  a l ınmasına
yansıma dönüşümü
hareket i  deni r.
 B i r  doğru  b i r  şek l i
b i rb i r ine  s imetr ik  ik i  şek le
ayı r ıyorsa  bu doğruya
şekl in  s imetr i  ekseni  deni r.

Örnek...13 :Örnek...13 :
Şeki lde k ı rmızı
dör tgenin d ve e
doğru lar ına göre
yansımalar ı  ver i lmiş t i r

Örnek...14 :Örnek...14 :
    A(−5,9)  noktasının x   eksenine göre  
yansıma a l t ındaki  görüntüsünü bulunuz?

SİMETRİSİMETRİ

A ve B i le  aynı  doğru l tuda  ,  B noktasına A
nın uzak l ığ ı  kadar
uzakl ık ta  bu lunan 
A '  noktasına  ,  

A nın B ye göre s imetr iğ i  o lan nokta 
deni r.  
Yani  B noktası  s imetr ik  ik i  noktanın or ta  
noktasıdı r.  

 

A (x1 , y1 ) ,  B (x2 , y2 )  ve  C (x0 , y0 ) noktası  A i le
B noktasının or ta  noktası  ise

x0=
x1+x2

2
,y0=

y1+y2

2
 o lur.

Örnek...15 :Örnek...15 :
A(3,−5)  noktasının K(1,4)  noktasına göre 
s imetr iğ i  o lan  noktayı  bu lunuz.

Örnek...16 :Örnek...16 :
A(−5,6)  noktasının or i j ine  göre s imetr iğ i  B,  B 
noktasının  C noktasına göre s imetr iğ i  
K(−3,−8)  ise C noktasının koord inat lar ın ı  
bu lunuz.

Örnek...17 :Örnek...17 :
L(−5,6)  noktasının   B(−1,−2)   noktasına göre  
s imetr iğ i  K ise  L ve K  nokta lar ı  arası  uzak l ık
kaç b i r imdi r?
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    DÖNÜŞÜMLER     DÖNÜŞÜMLER 

ÖTELEME −YANSIMA − DÖNME ÖTELEME −YANSIMA − DÖNME 

NOKTANIN DOĞRULARA GÖRE NOKTANIN DOĞRULARA GÖRE 
SİMETRİKLERİSİMETRİKLERİ

1. NOKTANIN EKSENLERE GÖRE 1. NOKTANIN EKSENLERE GÖRE 
SİMETRİKLERİSİMETRİKLERİ

A(a,b)  noktasının  x  eksenine göre  
s imetr iğ i  A ı  (a ,−b)  y  eksenine göre 
s imetr iğ i  A ı ı  (−a,b)  o lur

Örnek...18 :Örnek...18 :
A(3,8)  noktasının x  eksenine  göre s imetr iğ i  
B,  K(−3,5)  noktasının y  eksenine göre  
s imetr iğ i  G noktası  ise  ∣BG∣ kaç b i r imdi r?

Örnek...19 :Örnek...19 :
Bir  K noktasının x  eksenine  göre s imetr iğ i
 L(−6,4)  ise K noktasının y  eksenine  göre 
s imetr iğ i  o lan noktanın  koord inat lar ı  çarpımı  
kaçt ı r?

 

 

2. NOKTANIN X=A VE Y=B DOĞRULARINA 2. NOKTANIN X=A VE Y=B DOĞRULARINA 
GÖRE SİMETRİKLERİGÖRE SİMETRİKLERİ

A (x1 , y1 ) noktasının x=a doğrusuna göre  
s imetr iğ i  A ı (2a−x1, y1)  noktasıdı r.

A (x1 , y1 ) noktasının y=b doğrusuna göre  
s imetr iğ i  A ıı (x1 ,2b−y1 ) noktasıdı r.

Örnek...20 :Örnek...20 :
A(1,5)  noktasının x=4 noktasına göre  
s imetr iğ i  B,  y=2 doğrusuna göre s imetr iğ i  C 
noktası  ise B ve C nokta lar ından geçen 
doğrunun eğimi  kaçt ı r?

2. NOKTANIN Y=X  VE Y=−X DOĞRULARINA 2. NOKTANIN Y=X  VE Y=−X DOĞRULARINA 
GÖRE SİMETRİKLERİGÖRE SİMETRİKLERİ

A (x1 , y1 ) noktasının  y=x doğrusuna göre 
s imetr iğ i  A ı (y1 , x1 ) noktasıdı r.

A (x1 , y1 ) noktasının  y=−x doğrusuna göre  
s imetr iğ i  A ıı (−y1 ,−x1 ) noktasıdı r.

Örnek...21 :Örnek...21 :
Dik koord inat  düz leminde K(4,−2)  noktasının 
y=x e göre s imetr iğ i  o lan  nokta i le  L (−3,2)  
noktasının  y=−x e göre s imetr iğ i  o lan  nokta 
arası  mesafe  kaç b i r imdi r?

3. NOKTANIN DOĞRUYA GÖRE SİMETRİĞİ3. NOKTANIN DOĞRUYA GÖRE SİMETRİĞİ

A (x1 , y1 ) noktasının  ax+by+c=0 doğrusuna 
göre s imetr iğ i  A ı (p, q) noktası  bu lunurken

a)  eğ imi  b
a

 o lan  ve A (x1 , y1 ) noktasından 

geçen doğrunun denklemi  bu lunur
b)  bu lunan ve ver i len  doğru lar ın  kes im 
noktası  bu lunur
c)  A (x1 , y1 ) noktasının  kes im noktasına 
göre s imetr iğ i  A ı (p, q) noktasıdı r.

Örnek...22 :Örnek...22 :
A(1,2)  noktasının  y=2x+1 doğrusuna göre 
s imetr iğ i  o lan  noktayı  bu lunuz
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    DÖNÜŞÜMLER     DÖNÜŞÜMLER 

ÖTELEME −YANSIMA − DÖNME ÖTELEME −YANSIMA − DÖNME 

Örnek...23 :Örnek...23 :
A(0,4)  noktasının y+x−2=0 doğrusuna göre 
s imetr iğ i  o lan noktayı  bu lunuz

Örnek...24 :Örnek...24 :
A(6,2)  noktasının 4y−3x−15=0 doğrusuna 
göre s imetr iğ i   B ise |AB| kaç b i r imdi r?

DOĞRUNUN NOKTAYA GÖRE SİMETRİĞİDOĞRUNUN NOKTAYA GÖRE SİMETRİĞİ

ax+by+c=0 doğrusunun  A(p, r )  doğrusuna
göre  s imetr iğ i  ax+by+d=0 doğrusudur.  
Burada d sabi t in i  bu lmak iç in  ver i len  
doğrunun üzer inde b i r  nokta  a l ın ı r  ve bu 
noktay la  or ta  noktası  A o lacak b i r  B nokta
sı  e lde  edi l i r.  B noktası  ax+by+d=0 
doğrusu  üzer indedi r

Örnek...25 :Örnek...25 :
2x+3y+6=0 doğrusunun K(−3,2)  noktasına  
göre    s imetr iğ i  o lan doğruyu  bulunuz

Örnek...26 :Örnek...26 :
x−6y+18=0 doğrusunun K(1,2)  noktasına  göre
s imetr iğ i  o lan  doğruyu bulunuz

Örnek...27 :Örnek...27 :
Yanda ver i len
ABC üçgenin  O
noktasına  göre
s imetr iğ in i
(yansımasını )
ç iz in iz

Çözüm

Simetr i  dönme ve öte leme dönüşümler i  
doğada ve mimar ide ku l lanı lmaktadı r.  
Özel l ik le  kü l türümüzün sşmgeler inden b i r i  
o lan  hal ı lar ımızda mot i f lerde s ık l ık la  
karş ımıza ç ıkmaktadı r.
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LİMİT − 1 LİMİT − 1 

KAVRAM VE ÖZELLİKLERKAVRAM VE ÖZELLİKLER

BAĞIMSIZ DEĞİŞKENİN BİR SAYIYA BAĞIMSIZ DEĞİŞKENİN BİR SAYIYA 
YAKLAŞMASI VE BİR FONKSİYONUN LİMİTİ YAKLAŞMASI VE BİR FONKSİYONUN LİMİTİ 

SOLDAN YAKLAŞMASOLDAN YAKLAŞMA

 a∈ℝ   o lsun.  a  sayıs ına,  a  sayıs ından  

daha küçük değer ler   i le  yak laşıyorsak  

bunu x→a−  i le  be l i r t i r iz .

  

Örneğin;  x→5−
 yazdığımızda s ı rasıy la  

x  değer ler in i  4 .5  ,  4 .9  ,  4 .99 g ib i  değer ler
a ld ığını  düşünürüz.  Burada x  sayıs ı  5  e 
çok yakın  fakat  5  den küçük b i r  sayıdı r.  

SAĞDAN YAKLAŞMA SAĞDAN YAKLAŞMA 

a sayıs ına,  a  sayıs ından daha büyük  

değer ler   i le  yak laşıyorsak bunu  x→a+

i le  be l i r t i r iz .

    

 Örneğin  şek i lde x→5+  yazmışsak 

s ı rasıy la  x  değer ler in i  5 .5  ,  5 .1  ,5 .01  g ib i  
değer ler  a ld ığını  düşünürüz.
Burada değer ler  x  sayıs ına ne kadar  

yakın seç i l i rse  x→5+  o  kadar  iy i  temsi l  

ed i lmiş  sayı l ı r.

Örnek...1 :Örnek...1 :
Aşağıdak i  i fadeler i  sembol ik  o larak yazınız .

x  in  3  e  so ldan yak laşması

x in  −7 ye sağdan yak laşması

a nın  b ye sağdan yak laşması

Örnek...2 :Örnek...2 :
x→−3+  o lduğuna göre ,  x2+7  hangi  tam 

sayıya en yakındı r?

Örnek...3 :Örnek...3 :
Bir  noktada sağdan ve so ldan yak laşımı  b i r  
örnekte  ince leyel im.  f (x)=3x+5 fonks iyonu 
iç in  x  değişkenin in  4 sayıs ına yak laşı rken  
a ld ığı  değer ler  tab loda ver i lmiş t i r.

f(x)=3x+5

4− → 4 ←4+

3,8 3,9 3,99 4,01 4,1 4,2

16,4 16,7 16,97 17 17,03 17,3 17,6

Bu tab loda x  değişkeni  4  e
yak laşı rken,  y= f (x)  değer i
17 sayıs ına
yaklaşmaktadı r.

SOLDAN LİMİTİN SEZGİSEL TANIMISOLDAN LİMİTİN SEZGİSEL TANIMI

f ,  (a ,b)  ara l ığ ında
tanıml ı  b i r  fonks iyon
olsun.  f (x)
fonks iyonu,  x
değişkeni  
b  ye bu ara l ık tan

yaklaşı rken L
1

görüntü değer ine
(  ord inat  değer ine)
yak laşıyorsa f  fonks iyonun b noktasında 

so ldan l imi t i  L
1

 di r  deni r  ve

lim
x→b−

f (x)=L
1

 i le  be l i r t i l i r.  

SAĞDAN LİMİTİN SEZGİSEL TANIMISAĞDAN LİMİTİN SEZGİSEL TANIMI

f ,  (a ,b)  ara l ığ ında
tanıml ı  b i r  fonks iyon
olsun.  f (x)  fonks iyonu,
x  değişkeni  a  sayıs ına
bu ara l ık tan sayı
değer ler i  a larak
yaklaşı rken görüntü

olarak L
2
 değer ine

yaklaşıyorsa,  f  fonks iyonun a noktasında 

k i  sağdan l imi t i  L
2
 d i r  deni r.

a  noktasındaki  sağdan l imi t  sembol ik  

o larak lim
x→a+

f (x )=L
2

i le  be l i r t i l i r.   
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LİMİT − 1 LİMİT − 1 

KAVRAM VE ÖZELLİKLERKAVRAM VE ÖZELLİKLER

UYARIUYARI::

Soldan ve sağdan l imi t  tanımlar ın  da  l imi t
bu lunurken fonks iyonun bu  noktada 
tanıml ı  o lması  gerekmez  .

SONUÇSONUÇ  

Bir  fonks iyonun b i r  c  noktasında sağdan 

l imi t i  L
1
,   soldan l imi t i  L

2
 ve 

L
1
=L

2
= L

ise fonks iyonun c   noktasında l imi t i  
vardı r  ve  L d i r  deni r.  Sembol ik  o larak 

bunu  lim
x→c

f (x)=L  i le  i fade  eder iz .  

Örnek...4 :Örnek...4 :

x=c noktasında 
so ldan l imi t  b  ve 
sağdan l imi t  a  
o lduğundan  l imi t  yoktur.

         lim
x→c+

f(x)≠ lim
x→c−

f(x)

Örnek...5 :Örnek...5 :

x=c noktasında 
so l  l imi t  b  ve sağ l imi t  de b
olduğundan x=c iç in  l imi t  b
d i r.  
Burada x=c iç in  
fonks iyonun tanımsız 
o lması  l imi t in  var  o lmasına 
engel  deği ld i r.  

lim
x→c+

f(x)= lim
x→c−

f(x)=b  do layıs ıy la lim
x→c

f (x)=b  

o lur.

Örnek...6 :Örnek...6 :

x=c noktasında 
so l  l imi t  a  ve 
sağ l imi t  a  o lduğundan
x=c iç in  l imi t  a  d ı r.

lim
x→c

f (x)=a

UYARIUYARI

x=c iç in  fonks iyon  görüntüsünün , l imi t le  
eş i t  o lmaması  bu noktada fonks iyonun 
l imi t i  o lmasına engel  deği ld i r  .  

lim
x→c+

f(x)= lim
x→c−

f (x)=lim
x→c

f(x)=a

Limi t   değer in i  ve aynı  noktadaki  görüntü 
değer i  arası  i l işk i  fonks iyonlar ın  
sürek l i l iğ i  baş l ığ ında incelenecekt i r.

Örnek...7 :Örnek...7 :       
Yanda graf iğ i  ver i len
fonks iyon  iç in
is tenen l imi t ler i
bu lunuz.

lim
x→−2−

f (x)=

lim
x→−2+

f(x)=

lim
x→3−

f(x)=

lim
x→3+

f(x)=

Örnek...8 :Örnek...8 :       

Yanda graf iğ i  ver i len
fonks iyon  iç in  is tenen
l imi t ler i  bu lunuz?

lim
x→−2−

f (x)=

lim
x→−2+

f(x)=

lim
x→−2

f (x)=

   f(−2)=?
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LİMİT − 1 LİMİT − 1 

KAVRAM VE ÖZELLİKLERKAVRAM VE ÖZELLİKLER

UYARIUYARI

Bir  f (x)  fonks iyonu
(a,b)  ara l ığ ında
tanımlanmış  o lsun.
f (x)  fonks iyonunun
x=a noktasındaki
sağ l imi t i
fonks iyonun o
noktadaki  l imi t id i r.
x=a noktasının so l
taraf ında  fonks iyon
tanımsız o lduğundan so l  l imi te  bakmaya 

gerek  yoktur. lim
x→a+

f (x)=lim
x→a

f (x)=L
1

Ayrıca  x= b noktasındaki  so l  l imi t  
fonks iyonun o noktadaki  l imi t id i r.  
x=b’ n in  sağ taraf ında fonks iyon  tanımsız
o lduğundan o noktada sağ l imi te  

bakı lmaz.  lim
x→b−

f (x)=lim
x→b

f (x)=L
2

Örnek...9 :Örnek...9 :       
Graf iğe göre is tenen
l imi t ler i  bu lunuz.

lim
x→0−

f(x)=

lim
x→4−

f (x)=

lim
x→4+

f (x)= lim
x→5

f (x)=

Örnek...10 :Örnek...10 :       
Graf iğe göre is tenen
l imi t ler i  bu lunuz.

lim
x→−2

f (x)=

lim
x→3−

f (x)=

lim
x→3+

f (x)= lim
x→3

f (x)=

LİMİT ALMA KURALLARI :LİMİT ALMA KURALLARI :

TEOREM 1 TEOREM 1 

f  po l inom fonks iyon veya  x=a noktası  f  
fonks iyonun kr i t ik  noktası  deği lse   
( rasyonel  fonks iyonlar  iç in  paydanın 
kök ler inden b i r i ,  parça l ı  fonks iyonlar  iç in  
s ın ı r  nokta lar ı  ,  mut lak değer  veya 
logar i tma fonks iyonunun iç in i  0  yapan 
değer ler )

lim
x→a+

f(x)= lim
x→a−

f (x)=lim
x→a

f (x)= f (a )  o lur.

Örnek...11 :Örnek...11 :       

lim
x→2

x3=?

Örnek...12 :Örnek...12 :

lim
x→4

−
x2+x+ln (x−3)=?

TEOREM 2TEOREM 2

L,  M ,c  ve k  b i rer  ree l  sayı  ve lim
x→a

f (x)=L

lim
x→a

g(x)=M  o lsun.

1) lim
x→a

(f (x )∓g(x))=L∓M

2) lim
x→a

(f(x ).g(x))=L.M
 

3) lim
x→a ( f(x)

g(x))= L
M

 (M ≠ 0)

4) lim
x→a

k .f (x)=k. lim
x→a

f(x)=k.L

5) lim
x→a

(gof)(x)=g(limx→a
f (x))=g(L)

   
a) lim

x→a

r√ f(x)= r√L, r√L∈ℝ

   b) lim
x→a

cf (x)=cL

   c ) lim
x→a

log f(x)=log( lim
x→a

f (x))=log(L) ,logL∈ℝ

6) lim
x→a

f(x)=L, lim
x→a

g(x)=L ve f (x)≤h(x)≤g (x)  

ise lim
x→a

h(x )=L olur.
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LİMİT − 1 LİMİT − 1 

KAVRAM VE ÖZELLİKLERKAVRAM VE ÖZELLİKLER

Örnek...13 :Örnek...13 :
 lim

x→1
5x2=?

Örnek...14 :Örnek...14 :
lim
x→0

(3x3−7 x2+12 x+21)=?

Örnek...15 :Örnek...15 :
lim
x→3

+
(4x2−5 x+13)=?

Örnek...16 :Örnek...16 :
 lim

x→2−
(5x+x2−4 x+3)=?

Örnek...17 :Örnek...17 :

 lim
x→2

x 4+x2+1
x−3

=?

Örnek...18 :Örnek...18 :

  lim
x→4

(x−2)√5

|x−x2+2|
=?

Örnek...19 :Örnek...19 :

   lim
x→4

√x2−√x+22

√2x+17
=?

Örnek...20 :Örnek...20 :
  lim

x→a
f (x)=5, lim

x→a
g(x)=2   ise

lim
x→a

(f(x).g2(x)− f (x)
g (x))=?

Örnek...21 :Örnek...21 :

   lim
x→1+ (x5+4 x4+2x3−x2

x7 )=?

Örnek...22 :Örnek...22 :
    

lim
x→2+

f(5−x)=?

Örnek...23 :Örnek...23 :       
 

lim
x→2−

(fof)(x)=?
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LİMİT − 1 LİMİT − 1 

KAVRAM VE ÖZELLİKLERKAVRAM VE ÖZELLİKLER

TRİGONOMETRİK LİMİTLERTRİGONOMETRİK LİMİTLER

y=sinx ve y= cosx fonks iyonlar ı  tüm reel  
sayı larda  tanıml ıd ı r  do layıs ıy la  

lim
x→a

sinx=sina , lim
x→a

cosx=cosa

y=tanx ve y=tanx fonks iyonlar ı  tüm reel  
sayı larda  tanıml ı  deği ld i r.Tanıml ı  o lduğu 
her  nokta  iç in

lim
x→a

tanx=tana , lim
x→a

cotx=cota

Tanıml ı  o lmadığı  nokta larda gerek i rse  
sağ ve  so l  l imi t lere bakı lmal ıd ı r.

Örnek...24 :Örnek...24 :
lim

x→ π
2

sinx=?

Örnek...25 :Örnek...25 :
lim

x→ π
4

2sinx−cosx
sinx+cosx

=?

Örnek...26 :Örnek...26 :

lim
x→ π

4

sin2 x− tan3 x

sec2 x
=?

Örnek...27 :Örnek...27 :

lim

x→
2π

3

cot2 x−sin2 x
cosx

=?

Örnek...28 :Örnek...28 :
lim

x→5π
4

+

|cosecx|
tanx

=?

Örnek...29 :Örnek...29 :
lim

x→π−

cosx
|cosx|

=?

Limi t  konuduna katk ı lar ı  iç in  araşt ı r ın ız
Cauchy
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LİMİT − 1 LİMİT − 1 

KAVRAM VE ÖZELLİKLERKAVRAM VE ÖZELLİKLER

DEĞERLENDİRMEDEĞERLENDİRME

1) x→−3+  olduğuna göre, x2+40 x+1  
ifadesinin değerinden küçük en büyük  tam 
sayı kaçtır?

2)  lim
x→a2 ( 13

1+x )= 1
2

ise a>0 sayısı kaçtır?

3)  lim
x→1

(2x3+ax+5)=0 ise a sayısı kaçtır?

4)  lim
x→2

( (3x+4x)
5x

2−x )=?

5)  lim
x→2

log(x−3)=?

6)  lim
x→4

ln(x−3)=?

7)  lim
x→1

ln(x−2)=?

8)
 

lim
x→a

f (x)=L=lim
x→a

g (x)  ve

lim
x→a

(f(x).g(x )−3f (x )+2)=0  ise

lim
x→a

(f (x)+g(x))  kaç olabilir?

9)  lim
x→2

(x70−2 x69+3x2+4)=?

10)  lim
x→5 ( x−5

x2+25 )=?
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LİMİT − 1 LİMİT − 1 

KAVRAM VE ÖZELLİKLERKAVRAM VE ÖZELLİKLER

11)  

a) lim
x→5−

f (x)=?

b) lim
x→5+

f(x)=?

12)  lim
x→0−

f(x2)

  
13)

lim
x→0+

f(x2)

lim
x→0

−
f(x3)

=?

14)
lim

x→1+
(fofof )(x)=?

15)  ABCD  bir
dikdörtgen  ve G
noktası bu
dikdörtgenin ağırlık
merkezi olsun. F
noktası ABCD nin iç
bölgesinde bir
noktadır.

|BE|=|BC|
3

 |BK|=|BA|
4

 ise

lim
F→G

(A(ABCD)
A(BEFK) )=?
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LİMİT − 2 LİMİT − 2 

 PARÇALI VE MUTLAK DEĞERLİ FONKSİYON  PARÇALI VE MUTLAK DEĞERLİ FONKSİYON 

ÖZEL TANIMLI FONKSİYONLARIN LİMİTİ :ÖZEL TANIMLI FONKSİYONLARIN LİMİTİ :

I .  PARÇALI FONKSİYONUN LİMİTİ :I .  PARÇALI FONKSİYONUN LİMİTİ :

Limi t  a l ınacak nokta kr i t ik  nokta  deği lse 
önce dal  seç i l i r,  sonra  normal  l imi t  iş lemi
uygulanı r.  L imi t  a l ınacak  nokta kr i t ik  
nokta  ve is tenen yön bel i r t i lmemişse  bu 
noktada sağ ve so l  l imi t  değer ine 
bakı larak karar  ver i l i r.

Örnek...1 :Örnek...1 :       

f (x)={ 2 x−1 ; x≤5
x2−26 ; x>5

şekl inde  tanımlanan f  fonks iyonu iç in  

a)  lim
x→2

f (x)=?

b)  lim
x→9−

f(x)=?

c)  lim
x→5−

f(x)=?

d)  lim
x→5+

f(x)=?

değer ler in i  hesaplayınız .

Örnek...2 :Örnek...2 :       

f (x)={ 5 ; x<2
2 x+1 ; x>2

  

şek l inde  tanımlanan f  fonks iyonu iç in

lim
x→2

f (x)=?

Örnek...3 :Örnek...3 :

 f (x)={ ex−lnx , x≥1
x2+a , x<1

şekl inde  tanımlanan f  fonks iyonunun tüm reel

sayı lar  iç in  l imi t i  varsa a kaçt ı r?

II. MUTLAK DEĞER FONKSİYONUN LİMİTİ:II. MUTLAK DEĞER FONKSİYONUN LİMİTİ:

Mut lak değer  içeren fonks iyonun l imi t i  
a l ınmadan önce fonks iyonun aranan x  
değer i  c ivar ında kura l ın ın  ne o lacağı  
bu lunmal ıd ı r.  L imi t  a l ınacak nokta kr i t ik  
nokta   ise bu noktada sağ ve so l  l imi t  
değer ine  bakı larak karar  ver i l i r

Örnek...4 :Örnek...4 :       
f (x)= |x²−4|  fonks iyonu iç in ,  

1)  lim
x→3

f (x )=?

2)  lim
x→6−

f (x)=?

3)  lim
x→−2−

f (x)=?

4)  lim
x→−2+

f (x)=?

      

Örnek...5 :Örnek...5 :       
f (x)=x. |x |  fonks iyonunun x=0 noktasında l imi t  

var  mıdı r?

Örnek...6 :Örnek...6 :       

lim
x→0

|x|
x

=?
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LİMİT − 2 LİMİT − 2 

 PARÇALI VE MUTLAK DEĞERLİ FONKSİYON  PARÇALI VE MUTLAK DEĞERLİ FONKSİYON 

DEĞERLENDİRME DEĞERLENDİRME 

1)   f (x)={ lnx 0<x<1
ex x≥1

 şeklinde tanımlanan f fonksiyonu için
lim
x→1

f (x)=?

2)  f (x)={ mx+n, x<0
ax2+bx+3n−2, x>0

 

şeklinde tanımlanan f fonksiyonu için her reel sayı 
için limite sahipse n kaçtır?

3)  f (x)= { x
x−1

, x<0

x2−4kx+m−k , 0≤x<3
mx+2, x≥3

 şeklinde tanımlanan f fonksiyonu için her reel sayı 
için limite sahipse (m,k) kaçtır?

4) f (x)= { x3−x, x<1
x2+3x−4, 1≤x⩽2
x+7, x≥2

 şeklinde 

tanımlanan f fonksiyonu kaç reel sayı değerinde 
limite sahip değildir?

5) lim
x→0

5|x−2|=?

6) lim
x→1 ∣x+1

x+3∣=?

7) lim
x→2−

∣x2−4∣
x+2

=?

8) lim
x→−2−

∣x2−4
x+2 ∣=?

(Y.G: Önce fonksiyonu tanımlayıp sonra limiti 
alınız)
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LİMİT − 3 LİMİT − 3 

     BELİRSİZLİĞİ  BELİRSİZLİĞİ 

LİMİT HESABINDA BELİRSİZLİK DURUMLARILİMİT HESABINDA BELİRSİZLİK DURUMLARI

y=f(x)  fonks iyonu iç in  bazen lim
x→a

f (x)  

değer i  bu lunurken  x  yer ine a  
yazdığımızda

0
0

, ∞
∞ , ∞−∞, 0.∞ , 1∞ ,∞0  durumlar ı  i le  

karş ı laşabi l i r iz .  Sonuç o larak f (x)  

fonks iyonunda x→a  veya x→∞   iç in  

hesaplanan l imi t   yukar ıdak i  i fadelerden 
b i r i  o luyorsa,  b i r  be l i rs iz l ik  durumu vardı r
deni r.  Bel i rs iz l ik  g ider i lerek l imi t  var  ise 
bu lunabi l i r.

L imi t  hesaplandığında or taya  ç ıkan 
sayı lar ın  gerçek 0 ve gerçek 1 
o lmayabi leceğine d ikka t  ed in iz .  

    BİÇİMİNDEKİ BELİRSİZLİKLER  BİÇİMİNDEKİ BELİRSİZLİKLER  

lim
x→a

f (x)
g(x)

=0
0

bel i rs iz l iğ i  g ider i l i rken

a)  kesr in  pay  ve paydasında (x−a)  

çarpanı  sadeleşt i r i leb i l i r

b)  pay  ve payda 1 i le  geniş le t i leb i l i r  ( ! ! )

c)  değişken değiş t i r i leb i l i r  

Son durumda i fadeler  düzenleni r,  
sadeleşt i rme yapı l ı r  ve l imi t  a l ın ı r.

Örnek...1 :Örnek...1 :

 lim
x→2

(x2−4
x−2 )=?

   

Örnek...2 :Örnek...2 :

lim
x→1

x3−3 x2+3 x−1

x2−2x+1
=?

Örnek...3 :Örnek...3 :

lim
x→6

(x−6)2

x2−36
=?

Örnek...4 :Örnek...4 :

lim
x→3

√x−√3

x3−27
=?

   
     

Örnek...5 :Örnek...5 :

lim
h→y

y2−h2

h6−y6
=?

 
Örnek...6 :Örnek...6 :

lim
x→1

√ x−1
3√x−1

=?

Yol gösterme: x=t6 değişken değiş t i rmesi  

yapabi l i rs in iz .
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LİMİT − 3 LİMİT − 3 

     BELİRSİZLİĞİ  BELİRSİZLİĞİ 

UYARIUYARI

lim
x→a

f (x)
g(x)

∈ℝ ve lim
x→a

g(x)=0 oluyorsa

lim
x→a

f(x)=0 olmal ıd ı r.  Buradaki  bö lümün

l imi t  değer i  be l i rs iz l ik  ka ld ı r ı ld ık tan sonra
bulunmuştur.

   

Örnek...7 :Örnek...7 :       

 lim
x→1

x2+ax+2
x−1

=k∈ℝ i se a+k=?

   
   
   

Örnek...8 :Örnek...8 :       

 lim
x→1

x2+mx+n
x−1

=n∈ℝ i se (m,n)  ik i l is in i  

bu lunuz.

     

Örnek...9 :Örnek...9 :       

 lim
x→3

x−3

x2+mx+3
=1

2
i se  m=?
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LİMİT − 3 LİMİT − 3 

     BELİRSİZLİĞİ  BELİRSİZLİĞİ 

DEĞERLENDİRME DEĞERLENDİRME ─ 1─ 1

1) lim
x→2

2x2−7x+6

x2−4
=?

2) lim

x→
8

7

49x2−64

6x5−3x3−8x+9
=?

3) lim
x→3

x3−27

x2−8x+15
=?

4) lim
x→−2

ax2+3x+2
x+2

=k ∈ℝ  ise   a+k=?

5) lim
x→5

x−5

x2+mx+1
=r≠0 ise  m=?

6) lim

x→1−

|x2−1|
x3−1

=?
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LİMİT − 4LİMİT − 4

 SÜREKLİLİK                   SÜREKLİLİK                  

FONKSİYONLARDA SÜREKLİLİKFONKSİYONLARDA SÜREKLİLİK

BİRBİR  NOKTADANOKTADA  SÜREKLİLİKSÜREKLİLİK  

A ⊂ R iç in  f :A → R bi r  fonks iyon  o lsun.  

a ∈ A olmak üzere, lim
x→a

f (x)= f(a ) oluyorsa

f  fonksiyonu a noktasında sürekl i  
deni r.  B i r  noktada sürek l i  o lmayan 
fonks iyona o noktada süreksiz  bir  
fonksiyon  deni r.  

Tanıma göre f  a  da  sürek l i  ise:
1)   f  fonks iyonu a da tanıml ı ,

2)  lim
x→a

f (x) var  ve

3)  lim
x→a

f (x)= f(a )  

    koşul lar ın ın üçü de  gerçek leşmel id i r.   

Örnek...1 :Örnek...1 :
Graf iğ i  aşağıdak i  g ib i  o lan fonks iyonlar  x=a 
noktasında sürek l i  mid i r?

        

       

   

Örnek...2 :Örnek...2 :

 f (x)= { x2+a ; x⩾3
x2−x
x2−4

; x<3
 

fonks iyonu x=3 noktasında sürek l i  ise a 
kaçt ı r?

Örnek...3 :Örnek...3 :

 f (x)= { a .e x−1 ; x=0
1+sinx

2+x
; x≠0

 

fonks iyonu x=0 noktasında sürek l i  ise a 
kaçt ı r?

   

Örnek...4 :Örnek...4 :
 f (x)= √41

x3−x
 

fonks iyonu hangi  nokta larda süreks izd i r?

TANIM KÜMESİNDE SÜREKLİLİKTANIM KÜMESİNDE SÜREKLİLİK

A ⊂ R ve f :A → R bi r  fonks iyon o lsun.  

Her  x ∈ A iç in  f  fonks iyonu sürek l i  ise f  

tanım kümesinde sürek l i  b i r  fonks iyondur  
deni r.  Örneğin po l inom fonks iyonlar  
tanım kümesinde sürek l i  o lan 
fonks iyonlardı r.

SAĞDAN VE SOLDAN SÜREKLİLİKSAĞDAN VE SOLDAN SÜREKLİLİK

1) lim
x→a−

f (x)=f (a ) i se f  so ldan sürek l i

2) lim
x→a+

f (x)=f (a )  ise f  sağdan sürek l id i r  

deni r.
B i r  fonks iyonun b i r  noktada sürek l i  
o lması  iç in  sağdan ve so ldan sürek l i  
o lması  gerek i r.

   

Örnek...5 :Örnek...5 :

f (x)= { x2−a ; x<5
ax+4 ; x=5

(b−3)x+4a ; x>5

fonks iyonu 5 noktasında sağdan sürek l i  ise 
a−5b kaçt ı r?
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LİMİT − 4LİMİT − 4

 SÜREKLİLİK                   SÜREKLİLİK                  

SÜREKSİZLİKSÜREKSİZLİK  

 I ⊂ R ve f : I → R fonks iyonu a ∈ R olmak 

üzere x=a noktasında sürek l i  deği l  ise f  
fonks iyonu x=a noktasında süreks izd i r  
deni r.

BAZI FONKSİYONLARIN SÜREKSİZ OLDUĞU BAZI FONKSİYONLARIN SÜREKSİZ OLDUĞU 
NOKTALARI BULMA NOKTALARI BULMA 

1)  RASYONEL FONKSİYONLAR1)  RASYONEL FONKSİYONLAR : :

f (x)=P(x) /Q(x)  ve P(x)  ve  Q(x)pol inom 
fonks iyonlar  ise Q(x)=0 o lduğu 
nokta larda f  de tanımsız  o lacağından bu 
nokta larda fonks iyon  süreks izd i r.

   

Örnek...6 :Örnek...6 :       

 f (x)= 5x−3

x2−5x+6
 fonks iyonun süreks iz  o lduğu 

nokta lar ın  aps is ler i  top lamı  kaçt ı r?

2)  İRRASYONEL FONKSİYONLAR:2)  İRRASYONEL FONKSİYONLAR:

f (x)=2n√g(x)    fonks iyonu  g(x)⩾0  iç in  

sürek l id i r.

Örnek...7 :Örnek...7 :       

f (x)=12√2x−3   ve g(x)= x2

x2−x4  fonks iyonlar ı  

hangi  nokta larda sürek l id i r?

3)  PARÇALI FONKSİYONLAR3)  PARÇALI FONKSİYONLAR : :

Dal lar ı  o luşturan fonks iyonlar la  beraber  
kr i t ik  nokta larda (yani  fonks iyonun kura l  
değiş t i rd iğ i  nokta larda)  sürek l i l ik  o lup 
o lmadığı  araşt ı r ı lmal ıd ı r.    

      

Örnek...8 :Örnek...8 :

f (x)= {
sinx
x

; x<0

ln(x+1) ; x=0
x

x2−1
; x>0

 

kaç noktada süreks izd i r?

Örnek...9 :Örnek...9 :       
Fonksiyonlar ın  sürek l i  o lduk lar ı  ara l ık lar ı  
yazınız?

a)  f (x)=3 x2−5 x+2                 b)  h(x)= sinx
2−cosx

c)  u(x)=√x2−x+12                d)   v (x)= 3√x−12

e) t (x)= { x2−x ; x⩽0
x2−x
x2−4

; x>0

Örnek...10 :Örnek...10 :

 t (x)= { x2−9
x−3

; x≠3

m. cos(x−3)
x2+9

, ; x=3

fonks iyonu ree l  sayı larda  sürek l i  ise m değer i
kaçt ı r?

BİR NOKTADA SÜREKLİ FONKSİYONLARIN BİR NOKTADA SÜREKLİ FONKSİYONLARIN 
ÖZELLİKLERİ ÖZELLİKLERİ 

A ⊂ R olmak üzere f :A → R ve g:A → R 

x=a ∈ A da sürek l i  ik i  fonks iyon  ise f±g   

f .g  ,  
f
g

 ve k . f   (k ∈ R) fonks iyonlar ı  da 

sürek l i  o lur.

KAPALI BİR ARALIKTA SÜREKLİ KAPALI BİR ARALIKTA SÜREKLİ 
FONKSİYONLARIN ÖZELLİKLERİ FONKSİYONLARIN ÖZELLİKLERİ 

f : [a ,b ] → R tanım kümesinde sürek l i  b i r  
fonks iyon  ise
1)  f  fonks iyonu bu ara l ık ta  s ın ı r l ıd ı r.  Yani

Her  x ∈ R iç in  | f (x) |<B o lacak şek i lde 

B ∈ R vardı r.

2)  f  fonks iyonu [a ,b]  ara l ığ ında 
maksimum ve  min imum değer ler ine 
sahipt i r.

3)  a<x1 <x2 <b iç in  f (x 1 ) ≠ f (x 2 )  ise    

    Bazı  c ∈ (x 1 ,x 2 )  öy le  k i  

    f (c) ∈ ( ( f (x 1 ) , f (x 2 ) )  

   

Örnek...11 :Örnek...11 :       
f : [−2,1]  → R f (x)=x²+3x fonks iyonu x  
eksenin i  keser  mi?
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LİMİT − 4LİMİT − 4

 SÜREKLİLİK                   SÜREKLİLİK                  

DEĞERLENDİRMEDEĞERLENDİRME

1)   f (x)=√x2−4x−12

x2

fonksiyonunu süreksiz yapan x değerleri nedir?

2)   f (x)=√9−∣4x−12∣  
fonksiyonunu sürekli yapan x değerleri nedir?

3)   v (x)= 3√ x−1

x2−1
 

fonksiyonunun sürekli olduğu en büyük küme 
nedir?

4)   g(x)=logx−2(lnx)  
fonksiyonunun sürekli olduğu en büyük küme 
nedir?

5)
 

f (x)=2
x2

x3−5

fonksiyonunu süreksiz yapan x değerleri nedir?

6)   f (x)={ x2−a ; x<3
ax+b ; x=3
bx+2 ; x>3

 

sürekli bir fonksiyonsa a ve b yi bulunuz?

7)   f (x)= { a
x2−7

; x<3

ax
x+2

; x=3

bx−2 ; x>3

fonksiyonu tam olarak 2 noktada süreksiz bir 
fonksiyonsa a ve b yi bulunuz?

8)   g(x)= sinx
1+2cosx

 

fonksiyonunu [ 0,2π )  aralığında   süreksiz yapan x
değerleri kaç tanedir?
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LİMİT − 4LİMİT − 4

 SÜREKLİLİK                   SÜREKLİLİK                  

9)   f (x)=√x2−7x−m  
fonksiyonu tüm reel sayılarda sürekli ise m nasıl 
seçilmelidir?

10) Grafiğe göre f(x) fonksiyonu
(−2,6) aralığında sürekli
olduğu  x tam sayı değerleri
toplamı kaçtır? 

11) Grafiğe göre

g(x)= 1
1+f (x)

fonksiyonu
(−8,9)
aralığında kaç x
reel sayı değeri
için
süreksizdir?

12) Grafiğe göre
y=f(x)
fonksiyonu reel
saylarda kaç x
reel sayı değeri
için
süreksizdir?

13) Şekilde y=f(x) fonksiyonun
grafiği veriliyor f(x)+g(x)
süreklidir. 
Buna göre g(x) fonksiyonu
nasıl bir grafiğe sahip
olabilir, çiziniz?

Limit konusuna katkıları için araştırınız
Salih Zeki
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TÜREV − 1 TÜREV − 1 

KAVRAM KAVRAM 

ORTALAMA DEĞİŞİMORTALAMA DEĞİŞİM

Şekl i  ince ley in iz .

or ta lama değiş im 
f (x2)− f (x1)

x2−x1

 o larak  

tanımlanı r.
f (x2)− f (x1)

x2−x1

 i fades inde x2=x1+h al ın ı r  ve

h sayıs ına  küçük değer ler  ver i l i rse an l ık  
değiş im e lde edi l i r

Or ta lama hız ,  konum değiş imin in  
zamandaki  değiş ime oranıdı r.

Örnek...1 :Örnek...1 :   

Yukar ıda x(konum) t (zaman)  graf iğ i  ver i len 
b i r  hareket l in in  

a)  1 .  ve 3.  saniye ler  arası  or ta lama hız ını  
bu lunuz.  

b)  3 .saniyedeki  an l ık  h ız ın ı  bu lunuz.  Bunun 
iç in   t=3  ,  t=3+h anlar ı  iç in  önce or ta la  
or ta lama hız ı  ,  sonra da  hesaplanan bu hız ın  
h çok küçük değer ler  a l ı rken değer in i  
hesaplayınız

BİR NOKTADA TÜREVBİR NOKTADA TÜREV  

 f : [a,b]→ℝ bi r  fonks iyon  ve x 0  ∈ (a ,b)  

o lsun.   lim
x→x0

( f(x)−f(x0)
x−x0 ) l imi t i  mevcut  ise  

bu l imi t  değer ine f  fonks iyonun x 0  
noktasındaki  türev i  deni r.  
f  fonks iyonun x 0  noktasındaki  türev i  f ı (x 0 )  

y ı (x 0 ) ,
df (x0)

dx
,  sembol ler inden 

b i r i  i le  göster i leb i l i r.  Eğer  b i r  fonks iyonun
x 0  noktasında türev i  varsa  fonks iyon o 
noktada türev lenebi l i r  deni r.   

Örnek...2 :Örnek...2 :
 f (x)=x²  fonks iyonu iç in  x=2 noktasındaki  
türev i  türev  tanımını  ku l lanarak bulunuz.

HATIRLATMAHATIRLATMA: : 

lim
x→a

f (x) değer in in  o lab i lmesi  iç in

lim
x→a−

f (x)= lim
x→a +

f (x) olması  gerek i rd i .  

Benzer  şek i lde f  fonks iyonun x 0  
noktasında türev in in  yani

f '(x0)= lim
x→x0

( f (x)−f (x0)
x−x0 )  l imi t in in  o lab i lmesi  

iç in   

 (1)  f '(x0
+ )= lim

x→x0
+ ( f(x)−f (x0)

x−x0 ) ve 

(2)   f '(x0
− )= lim

x→x0
− ( f (x)−f (x0)

x−x0 ) l imi t ler in in  

mevcut  o lması  ve bu l imi t ler in  b i rb i r ine 
eş i t  o lması  gerek i r.  

Burada (1)  e  fonks iyonun x=x 0  noktasında
sağdan türev i  (2)  ye  ise fonks iyonun x=x 0

noktasında so ldan türev i  deni r.  
Kr i t ik  noktaya sahip fonks iyonlar  eğer  
1 .  bu noktada sürek l i  
2 .  bu noktada  sağdan ve so ldan aynı  
türev değer ler ine  sahipse,  türeve 
sahipt i r.

12. Sınıf Matematik Konu Anlatımı 12. Sınıf Matematik Konu Anlatımı 11//44

w
w

w
.

m
a

t
b

a
z

.
c

o
m

dy
dx x=x0

x

y y=f(x)

x
1

x
2

f(x
1
)

f(x2)

0

Δ y=f (x2)−f (x1)

Δ x=x2−x1

t

x y=f(t)=2t2+3

1 3

21

0

5



TÜREV − 1 TÜREV − 1 

KAVRAM KAVRAM 

Örnek...3 :Örnek...3 :
f (x)={2 x−3 x<1

x2 x⩾1
fonks iyonu ree l  sayı larda  türev l i  mid i r?

Örnek...4 :Örnek...4 :   

f (x)={x3 x<1
x2 x⩾1

fonks iyonu x=1 noktasında türev l i  mid i r?

Örnek...5 :Örnek...5 :   
 f (x)=|x| fonks iyonun x=0 noktasında  türev i  
var  mıdı r? 

NOTNOT

f '(x0)= lim
x→x0

( f (x)−f (x0)
x−x0 ) i fades inde x=x 0 +h 

a l ın ı rsa  f '(x0)=lim
h→0 ( f (x0+h)−f (x0)

h ) olarak  

yeniden yazı lmış o lur.

 

Örnek...6 :Örnek...6 :     
 y= f (x)=3x+1 fonks iyonu iç in  f ı (5)=?

TÜREV FONKSİYONUTÜREV FONKSİYONU  

 f : [a,b]→ℝ bi r  fonks iyon  o lsun.  
[a ,b ]  n in  a l t  kümesinden ℝ  ye 

f '(x)=lim
h→0 ( f (x+h )−f (x)

h )
şekl inde tanımlanmış fonks iyona f  
fonks iyonun türev fonks iyonu deni r.

 

Örnek...7 :Örnek...7 :     
 f (x)=  x²+1  fonks iyonu iç in  f ı (x)  fonks iyonunu 
hesaplayınız .
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TÜREV − 1 TÜREV − 1 

KAVRAM KAVRAM 

TÜREV TEĞET İLİŞKİSİTÜREV TEĞET İLİŞKİSİ

         

Şek i lden  de anlaşı lacağı  g ib i

f '(x0)=lim
h→0 ( f (x0+h)−f (x0)

h )  l imi t  değer i   eğer

varsa x=x 0  noktasında ç iz i len teğet in  
eğ imin i  ver i r.  Başka b i r  dey iş le f '(x0)    
değer i  y= f (x)  eğr is ine  x= x0  noktasında 
ç iz i len teğet in  eğ imid i r.

TEOREM  ( TÜREV SÜREKLİLİK İLİŞKİSİ )TEOREM  ( TÜREV SÜREKLİLİK İLİŞKİSİ )

Bir  fonks iyon  b i r  noktada türevl i   ise o 
noktada sürekl idir  .   

TEOREMİN SONUÇLARI TEOREMİN SONUÇLARI 

1) f(x) fonksiyonu herhangi bir  noktada sürekli 
değilse bu noktada türevli de değildir.

2) f(x) fonksiyonu sürekli iken türevli olmayabilir  .  

Örneğin f(x) graf iğ inde köşelere  sahip 
o lduğu nokta larda türev değer ine  sahip 
deği ld i r.  

Aşağıdak i  örneğin  şek i l ler in i  ince ley in iz .

Örnek...8 :Örnek...8 :   
 
a)
y=f (x)  fonks iyonu x=c
noktasında süreks iz
o lduğundan türevs izd i r.

b)
y=f (x)  fonks iyonu x=c
noktasında köşeye sahip
o lduğundan o lduğundan
türevs izd i r.

c)
y=f (x)  fonks iyonu x=c
noktasında köşeye sahip
o lduğundan türevs izd i r.

d)
y=f (x)  fonks iyonu  x=c
noktasında köşeye sahip
o lduğundan türevs izd i r.

 

e)
y=f (x)  fonks iyonu x=c
noktasında teğet in  eğ imi
sonsuz  o lduğundan
türevs izd i r.

 

Örnek...9 :Örnek...9 :   

(a ,b)  ara l ığ ında y=f (x)  fonks iyonu kaç 
noktada türeve sahip deği ld i r?

 
  

Örnek...10 :Örnek...10 :

 Şek i lde  graf iğ i  ver i len  y=f (x)  fonks iyonunun 
kaç noktada türev i  yoktur?
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TÜREV − 1 TÜREV − 1 

KAVRAM KAVRAM 

Örnek...11 :Örnek...11 :
 f (x)= 3

x2−x+a
fonks iyonu R’ de  türev l i  ise a nası l  
seç i lmel id i r?

 
  

Örnek...12 :Örnek...12 :
 f (x)={6x+ax2 x<0

2kx+c+1 x⩾0
fonks iyonu Reel  sayı lar  kümesinde  türev l i  
ise  c  kaçt ı r?

DEĞERLENDİRMEDEĞERLENDİRME

1)  f(x)=3x+5 olmak üzere,  lim
x →4 ( f (x)−f (4)

x−4 ) =?

2) f(x)=3x2 ise lim
h→0 ( f (x+h )−f (x)

h ) =?

3) f(x)=x3 fonksiyonu için türev tanımını kullanarak x=2
noktasındaki türevini bulunuz.

4)  f (x)={x2 x<0
3x x⩾0

fonksiyonu x=0 noktasında türevli midir?

5) Yanda grafiği
verilen  y=f(x)
fonksiyonunun
reel sayılarda kaç
noktada türevi
yoktur?

6) Yanda grafiği
verilen  y=f(x)
fonksiyonu için,
(-3,4) aralığında
kaç noktada
sürekli olduğu
halde türevi
yoktur?

7) f (x)= mx+2

mx2−x+3
 fonksiyonu ℝ∖{a ,b} de  

türevli ise m nasıl seçilmelidir?
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TÜREV TÜREV − − 22  

KURALLAR-1KURALLAR-1

TÜREV KURALLARI :TÜREV KURALLARI :

Takip eden türev kura l lar ın ın  hepsi  
türev in  l imi t  tanımı  ku l lanı larak  
bulunmuştur.  B iz  bunlardan sadece i lk  
ik is in in  ispat ın ı  vereceğiz .

SABİT FONKSİYONUN TÜREVİSABİT FONKSİYONUN TÜREVİ

 f (x)=c ∈ R ise f '(x)=0  o lur.

İSPATİSPAT  

f '(x)=lim
h→0 ( f (x+h )−f (x)

h )=lim
h→0 (c−c

h )=lim
h→0 ( 0

h)=0

 

Örnek...1 :Örnek...1 :
f (x)=−7 i se f '(x)=?

 

Örnek...2 :Örnek...2 :
f (x)=−3 πe

2
ise f '(x)=?

 

Örnek...3 :Örnek...3 :
f (x)=sin2 x+cos2 x i se f '(x)=?

KUVVET FONKSİYONUN TÜREVİKUVVET FONKSİYONUN TÜREVİ

f (x)=x n   ise  f ı (x)=n.x n − 1

İSPATİSPAT

 

Örnek...4 :Örnek...4 :   
f (x)=x i se f '(x)=?

 

Örnek...5 :Örnek...5 :
f (x)=x3 i se f '(x)=?

 

Örnek...6 :Örnek...6 :
f (x)=1

x
i se f '(x)=?

 

Örnek...7 :Örnek...7 :
f (x)=√x i se f '(x)=?

 

Örnek...8 :Örnek...8 :
f (x)= 1

3√x
i se f '(x)=?

UYARI UYARI 

f  türev lenebi len  b i r  fonks iyon ve c ∈ R 
ise (c . f ) ı  = c . f ı  o lur.
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TÜREV TÜREV − − 22  

KURALLAR-1KURALLAR-1

Örnek...9 :Örnek...9 :
f (x)=9x 3 i se f '(x)=?

 

Örnek...10 :Örnek...10 :
f (x)=5

3
3√x2 i se f '(x)=?

Örnek...11 :Örnek...11 :
f (x)=12

3√x
i se f '(x)=?

TOPLAM VEYA FARKIN TÜREVİTOPLAM VEYA FARKIN TÜREVİ  

f  ve g türev lenebi len  ik i  fonks iyon ise 
f g  de f  ve g n in  türev lenebi ld iğ i  
nokta larda  türev lenebi l i r  ve  ( f   g  ) ı  = f ı

 g ı  

 

Örnek...12 :Örnek...12 :
f (x)=x3+x2 i se f '(x)=?

 

Örnek...13 :Örnek...13 :
f (x)=3x 7−2x6 i se f '(x)=?

Örnek...14 :Örnek...14 :
f (x)=6x 3−7x2+ 1

x
i se f '(1)=?

 

Örnek...15 :Örnek...15 :
f (x)=ax b+bxa i se f '(x)=?

 

Örnek...16 :Örnek...16 :
f (x)=(x3+x2)(4x−3) i se f '(x)=?

 

Örnek...17 :Örnek...17 :

f (x)=4x3−3x2−6x+5
x2 i se f '(x)=?

 

Örnek...18 :Örnek...18 :
f (x)  po l inom fonks iyon ve

f (x)+ f '(x)=2x2−3x+2  ise f (0)=?

1212. Sınıf Matematik Konu Anlatımı. Sınıf Matematik Konu Anlatımı 22//66

w
w

w
.

m
a

t
b

a
z

.
c

o
m



TÜREV TÜREV − − 22  

KURALLAR-1KURALLAR-1

Örnek...19 :Örnek...19 :

f (x)=∑
k=0

30

(−x)1+k i se f '(1)=?

Örnek...20 :Örnek...20 :   

f (x)=∑
i=1

30

(1
x)

i

i se f '(1)=?

Örnek...21 :Örnek...21 :   

f (x)=∑
n=0

2

( xn

n!
)  ise f '(1)=?

ÇARPIMIN TÜREVİÇARPIMIN TÜREVİ

f  ve g ik i  fonks iyon  o lmak üzere ,  f  .  g  
fonks iyonu da f  ve g n in  türev lenebi ld iğ i  
nokta larda  türev lenebi l i r  ve  

( f(x). g(x))'=f '(x).g (x)+f(x).g '(x)

Örnek...22 :Örnek...22 :
f (x)=x2(4x−3 ) i se f '(x)=?

Örnek...23 :Örnek...23 :
f (x)=(x2−x)•(x2+1) i se f '(−1)=?

Örnek...24 :Örnek...24 :
f (x)=(x2+2 x+4)•(x−2) i se f '(10)=?

Örnek...25 :Örnek...25 :
f (x)=(x−1)(x−2)(x−3) i se f '(4)=?

1212. Sınıf Matematik Konu Anlatımı. Sınıf Matematik Konu Anlatımı 33//66

w
w

w
.

m
a

t
b

a
z

.
c

o
m



TÜREV TÜREV − − 22  

KURALLAR-1KURALLAR-1

Örnek...26 :Örnek...26 :
f (x)=(x−1)(x−2)(x−3) i se f '(3)=?

BÖLÜMÜN TÜREVİBÖLÜMÜN TÜREVİ

 f  ve g ik i  fonks iyon o lmak üzere   f
g

de f

ve g n in  türev lenebi ld iğ i  nokta larda 
türev lenebi l i r  ve  

( f(x)
g(x))

'

= f '(x).g (x)−f (x). g '(x)
g2(x)

 

Örnek...27 :Örnek...27 :

f (x)=2x2+1
1+x

i se f '(x)=?

Örnek...28 :Örnek...28 :
f (x)=3x−1

x+5
 ve  f−1(x)=h(x) i se h'(x)=?

Örnek...29 :Örnek...29 :

f (x)=3x5−5x 3+1
x3−1

 ise f '(0)=?

Örnek...30 :Örnek...30 :

f (x)= √x
3√x+1

 ise f '(1)=?
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TÜREV TÜREV − − 22  

KURALLAR-1KURALLAR-1

DEĞERLENDİRMEDEĞERLENDİRME

1) f (x)=sin22x−cos22x+cos4x ise f '(x)=?

2) f (x)=∑
k=0

3

(x)−k+2 ise f '(1)=?

3) f (x)=√x .(√x− 3√x) ise f '(64)=?

4) f(x) polinom fonksiyon ve
f (x).f '(x)=2x3−x2+10x+d  ise  d kaçtır?

5) f (x)=(x3+x2)(4x−3)  ise f '(1)=?

6) f (x)=(x−1)(x−2)(x−3)...(x−10) ise f '(4)=?
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TÜREV TÜREV − − 22  

KURALLAR-1KURALLAR-1

7) f (x)=3x2−x
x2+1

 ise f '(1)=?

8)  x>0, f (x)=
∑
k=1

5

x2k

∑
k=1

5

x2k−1

 olduğuna göre  f '(1)=?

9) Fonksiyonların önce terslerini sonra türevlerini 
bulunuz

a) f :ℝ→ℝ , f (x)=3x+5 ise (f−1) '(x)=?

b) f :ℝ−{2}→ℝ−{3} , f (x)=3x−5
x−2

ise

(f−1) '(1)=?

c) f :ℝ→ℝ , f (x)= 3√x3+2 ise (f−1) '(x)=?
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TÜREV − 3 TÜREV − 3 

KURALLAR-2KURALLAR-2

TÜREVDE BİLEŞKE KURALI TÜREVDE BİLEŞKE KURALI 

f :A→B ve g:B→C  o lmak üzere,
gof : A→C  ver i ls in .  f  fonks iyonu x  

noktasında ;  g  fonks iyonu ise f (x)  
noktasında türev lenebi l iyorsa  (gof ) (x)  
fonks iyonu x  noktasında türev l id i r  ve 

(gof ) '(x)=g '(f (x )). f '(x)

olarak tanımlanmışt ı r

  

Örnek...1 :Örnek...1 :
f (x)=x2−1, g(x)=x2+1 olarak  ver i l iyor,

a) ( fog) '(x)=? b) (gof ) '(x)=?
 

 

Örnek...2 :Örnek...2 :
f (x)=x2−3 x, g(x)=x3+2 olarak  ver i l iyor,

a) ( fog) '(2)=? b) (gof ) '(2 )=?
 

 

Örnek...3 :Örnek...3 :
f (x)=3x 2−x i se (fof) '(1 )=?

NOT NOT 

y=u(x) ,  x  e  bağl ı  b i r  fonks iyon  ise,  
y=f (u)→y '= f '(u).u ' biç imindedi r.  

Örneğin  y=f (x2+ x)→y '=f '(x2+x).(2 x+1)  d i r.

 

Örnek...4 :Örnek...4 :
f (x2−x)=6x3−2 i se poz i t i f  x  iç in  f '(2)=?

 

Örnek...5 :Örnek...5 :
f (x3)=2x 2−5x+6 i se f '(−8)=?

BİLEŞKE VE KUVVET KURALININ GENELLEMESİBİLEŞKE VE KUVVET KURALININ GENELLEMESİ

 y=un→y '=n.un−1 .u '

  

Örnek...6 :Örnek...6 :       
y=f (x)=(x3+8x2−6x+1)3 i se dy

dx
=?

 

 

Örnek...7 :Örnek...7 :
f (x)=(x2−x−1)8 i se dy

dx
=?
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TÜREV − 3 TÜREV − 3 

KURALLAR-2KURALLAR-2

Örnek...8 :Örnek...8 :   
 f (x)=(x3+x)3+(4−2x )2 i se f '(0) =?

 

Örnek...9 :Örnek...9 :
g(5)=−3, g '(5)=−2  ve f (x)=g4(x3−3) i se
f '(2) =?

 

 

Örnek...10 :Örnek...10 :
f (x)=√x2+3x+2 i se f '(3) =?

 

Örnek...11 :Örnek...11 :
f (x)=√x+√x i se f '(1) =?

 

Örnek...12 :Örnek...12 :
g 2 (x 3 +1)=f 3 (x 2 +1) .h(3x−1)  iç in

f (2)=3 g(2)=−2 h(2)=−1

f ı (2)=4 g ı (2)=1 h ı (2)=?

 

Örnek...13 :Örnek...13 :
f (x)=2x 2 −3x  ve g(x)=x−x 2  ,  h(x)=3x−4 ise 
(hogof) ı (2)=?

ZİNCİR KURALI ZİNCİR KURALI 

y=f (u)
u=g( t)
t=h (x)

i se dy
dx

=dy
du

.
du
dt

.
dt
dx

olarak  hesaplanı r.

 

Örnek...1 :Örnek...1 :
y=u2−2u , u=x3−x i se dy

dx
=?

 

Örnek...2 :Örnek...2 :
y=3x2−2x , x=1

u
, u=n2−3n+1

olduğuna göre,  dy
dn

 n=0  iç in  kaçt ı r?

Örnek...3 :Örnek...3 :   
 y=t2+5t , t=6u2, u=2x−3 i se dy

dx
 x=1 iç in  

kaçt ı r?
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TÜREV − 3 TÜREV − 3 

KURALLAR-2KURALLAR-2

DEĞERLENDİRMEDEĞERLENDİRME

1) f (x)=2x 3+3x , g(x)=x3−4 ise (fog) '(1)=?

2) f (2x 3+3)=6x2−3x+2 ise f '(1)=?

3) f (x)=(2x 4−3x+1)5 ise f '(2)=?

4) f2(x2−2)=g2( x3

2
−2).h (2x 2−3x ) için

f(2)=1,   g(2)=4,   h(2)=−2,  fı(2)=−2 ve  gı(2)=−3
olduğuna göre, hı(2) kaçtır?

5) f (x)= 3√x+√x+√x İse f '(1)=?

6) y=x2−2x , x=u3+5u−32 ise dy
du

=?

7) y=x2+3x , x=t3+t , t=u2−3u+1 ise dy
du

u=0 

için kaçtır?

8) x=2t  ve y=2t²+3t parametrik eşitlikleri ile verilen 

eğri için dy
dx

=? (Önce y=f(x) i elde ediniz)
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TÜREV − 3 TÜREV − 3 

KURALLAR-2KURALLAR-2

9) Fonksiyonların önce terslerini sonra türevlerini 
bulunuz

a)  f :(−∞,−3)→(−6,∞) , f (x)=x2+6x+3 i se
(f−1) '(x)=?

b) Uygun şartlarda tanımlı f (x)=√x+2  
fonksiyonu için (f−1) '(x)=?

c) f :ℝ−{5
3
}→ℝ−{4

3
} , f (x)= 4x−7

3x−5
ise

(f−1) '(x)>0  eşitsizliğinin çözüm kümesi nedir?

d)  f :ℝ→ℝ , f (x)=x5+2 i se (f−1) '(34)=?
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TÜREV -4TÜREV -4

ARTAN AZALAN FONKSİYONLARARTAN AZALAN FONKSİYONLAR

TÜREV VE ARTANLIK AZALANLIKTÜREV VE ARTANLIK AZALANLIK

f :A⊂ℝ→ℝ , y=f (x) olsun
her  x 1 <x 2  iç in  f (x 1 )< f (x 2 )  o luyorsa  f  
fonks iyonu ar tan
her  x 1 <x 2  iç in  f (x 1 )> f (x 2 )  o luyorsa  f  
fonks iyonu azalan fonks iyondur.

TEOREMTEOREM

f :A⊂ℝ→ℝ , y=f (x)   o lsun.  Türev l i  y= f (x)  
fonks iyonunda 

∀ x∈(a ,b)⊂A , f '(x)>0     ise  f  fonks iyonu
(a,b)  ara l ığ ında ar tan;  

∀x∈(a,b)⊂A , f '(x)<0   ise  f  fonks iyonu 
(a,b)  ara l ığ ında azalan b i r  fonks iyondur.

Geometr ik  yorum: Ver i len ara l ık ta  ç iz i len 
teğet  doğru lar ın   eğ im açı lar ı  ürev in  
işaret id i r

Azalan  fonks iyon         Ar tan fonks iyon

Özet  o larak  b i r  fonks iyonun ar tan l ığ ı  ve 
azanl ığ ı  araşt ı r ı l ı rken fonks iyonun 
türev in in  işaret ine göre yorum yapı l ı r  .

İspat  x0∈ (a ,b)  ve f ı (x 0 )>0 o lsun.  Bu 
durumda f ı (x 0

+ )>0 o lur.  Yani i

lim
h→0+

f (x0+h)−f (x0)
h

l imi t in in  değer i  de 

poz i t i f t i r.  h>0 o lduğundan 
f (  x 0 +h)- f (x 0 )  > 0 veya  f (  x 0 +h)>f (x 0 )  
o lmal ıd ı r.  f ı (x 0

- )>0 o lduğu durumu da s iz  
göster in iz

Örnek...1 :Örnek...1 :
f (x)=2x+1 fonks iyonunun ar tan  ve azalan 
o lduğu ara l ık lar ı  be l i r t in iz .

Örnek...2 :Örnek...2 :
f (x)=x²+4x  fonks iyonunun ar tan ve  azalan 
o lduğu ara l ık lar ı  be l i r t in iz .

Örnek...3 :Örnek...3 :
 f (x)=x³-x  fonks iyonunun ar tan ve azalan 
o lduğu ara l ık lar ı  be l i r t in iz .

Örnek...4 :Örnek...4 :
 f (x)=x³  fonks iyonunun ar tan ve azalan 
o lduğu ara l ık lar ı  be l i r t in iz .
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)

f(x2)

Her x1 < x2  ve  f(x2) < f(x1) 
olduğundan f(x) azalandır

y=f(x)y

x
x

2
x1a b

f(x
1
)

f(x
2
)

Her x1 < x2  ve  f(x1) < f(x2) 
olduğundan f(x) artandır

y=f(x)

y

x
x

1
a b

m=tanϴ= fı(x1) <0

ϴ

y=f(x)y

x
x

1a b
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TÜREV -4TÜREV -4

ARTAN AZALAN FONKSİYONLARARTAN AZALAN FONKSİYONLAR

Örnek...5 :Örnek...5 :

 f (x)=x3

3
−mx2+4 x+2 fonks iyonunun daima 

ar tan o lması  iç in  m nası l  seç i lmel id i r  ?

Örnek...6 :Örnek...6 :
y=f(x)  fonks iyonu ( -5 , -1)   ara l ığ ında negat i f  
tanıml ı  ar tan b i r  fonks iyon  ise aynı  ara l ık ta  
aşağıda ver i len fonks iyonlar ın  ar tan l ık  
azalan l ık  durumlar ın ı  ince ley in iz

a)  y=f2(x)

b) y= 1
f (x)

c) y=x. f (x)

d) y=f (x3) (uygun tanım kümesi için)

Örnek...7 :Örnek...7 :
Grafiği verilen y=f(x)
fonksiyonunun artan ve
azalan olduğu aralıkları
belirtiniz

Örnek...8 :Örnek...8 :
Türevinin grafiği verilen
y=f(x) fonksiyonunun
artan ve azalan olduğu
aralıkları belirtiniz
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TÜREV -4TÜREV -4

ARTAN AZALAN FONKSİYONLARARTAN AZALAN FONKSİYONLAR

DEĞERLENDİRMEDEĞERLENDİRME

1)  y=f (x)=−x2−3x+1 fonkiyonunun artan olduğu 
en geniş aralık nedir?

2)  y=lnex2−x+2 fonksiyonunun artan ve azalan 
olduğu aralıkları belirtiniz.

3) f (x)=x3

3
−mx2+mx+2 fonksiyonunun daima artan

olması için m nasıl seçilmelidir ?

4) Türevinin grafiği verilen
y=f(x) fonksiyonunun
artan  olduğu en geniş
açık (a,b) ise ab kaçtır 

5) y=f(x) fonksiyonu (-2,2)  aralığında pozitif 
tanımlı azalan bir fonksiyon ise aynı aralıkta 
aşağıda verilen fonksiyonların artanlık 
azalanlık durumlarını inceleyiniz

a)  y=f3(x)

b)  y=f (−x)

c) 1
f (x)
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TÜREV TÜREV − − 55  

EKSTREMUM NOKTALARIEKSTREMUM NOKTALARI

YEREL MAKSİMUM VE YEREL MİNİMUMYEREL MAKSİMUM VE YEREL MİNİMUM::

f : A→B, y=f (x) sürek l i  fonks iyonu 
ver i ls in .  X 0  ∈ (a ,b)  o lmak üzere f  
fonks iyonu (x 0 − ϵ ,x 0 +) ϵ  ara l ığ ında en 
büyük  değer in i  x 0  noktasında a l ıyorsa  
fonks iyonun bu noktada yere l  maksimumu
vardı r  deni r.  Şek l i  ince ley in iz .  

Yandaki  şek i lde x 0  ı
iç ine a lan  b i r
ara l ık ta  f (x o )
değer inden daha
büyük  b i r  görüntüye
sahip  değer
bulunmadığından 
f (x o )  değeri  yerel
maksimum  ve x o  noktası   yerel  
maksimum noktasının apsisidir.

Benzer  b i r  düşünceyle  x 1 ∈ (a ,b)  o lmak 
üzere  y=f (x)  fonks iyonu
(x 1 − ϵ ,x 1 + ϵ )  ara l ığ ında en küçük 
değer in i  x 1  noktasında a l ıyorsa  
fonks iyonun bu noktada yere l  min imumu 
vardı r  deni r.  Şek l i
ince ley in iz .  

Yere l  maksimum
veya yere l
min imuma kısaca
yere l  ekst remum
deni r.

Özet lersek   x=x o  apsis in i  iç ide 
bulunduran  en az b i r  açık  ara l ık ta  d iğer  
tüm x değer ler i  iç in  f (x0)⩽f (x) oluyorsa  
x=x 0  yere l  min imum noktasının  aps is i ;

f (x0)⩾f (x) oluyorsa x=x 0  yere l  maksimum
noktasının  aps is i  o lur.

Şekl i  ince ley in iz .

   

 

          

TEOREM 1TEOREM 1 : SÜREKLİ FONKSİYONLAR İÇİN  : SÜREKLİ FONKSİYONLAR İÇİN 
EKSTREMUM DEĞER TEOREMİEKSTREMUM DEĞER TEOREMİ

f : A⊂ℝ→ℝ , y=f (x)  sürek l i  b i r  fonks iyon 
ise f  fonks iyonu A da  maksimum ve 
min imum değer ler ine  sahipt i r.

TEOREM 2TEOREM 2  

Eğer f  fonks iyonu c  g ib i  b i r  noktada 
ekst remum değer ine  sahip ve y ine bu 
noktada türev lenebi l iyorsa  f ı (c)=0 o lur.
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0 x0

ε ε

f(x0)

x

y

y=f(x)

0 x1
ε ε

f(x1)

x

y=f(x)

a b c d e

Mutlak minimum:
f nin alabileceği 
en küçük değer.
Ayrıca x=a da 
yerel minimum 

vardır.

 x=b de yerel
maksimum 

vardır. Bu nokta 
Civarında daha 

buyük değer 
yoktur.

Mutlak maksimum:
f nin alabileceği 
en büyük değer.
Ayrıca x=d de 

yerel maksimum 
vardır.

x=e  de 
yerel minimum 

vardır.

yerel minimum 

x

x0

f' >0

f' >0

f fonksiyonun da 
(x0 ,f(x0)) noktası 

yerel minimum 
noktasıdır.

x

x
0

f' <0
f' <0

f fonksiyonun da 
(x

0 
,f(x

0
)) noktası 

yerel ekstremum 
noktası değildir.

f fonksiyonun da 
(x0 ,f(x0)) noktası 

yerel maksimum 
noktasıdır.

x

x0

f' >0 f' <0

x

b

y=f(x)
min.

f fonksiyonu uç 
noktalarda  

ekstremumlara 
sahiptir.

a

Max.

x

x0

f'>0 f'=0

f fonksiyonun da 
(x0 ,f(x0)) noktası 

yerel maksimum 
noktasıdır.

x

b

f' <0

(a,b) aralığında tanım-
lanan f fonksiyonun da 
f(a) ve f(b) tanımlı ol-
madığı için yerel eks-

tremum noktaları yoktur.

a

x

x0

f'=0

f fonksiyonun da 
(x0 ,f(x0)) noktası 

yerel maksimum 
noktasıdır.

f'=0
x

x
0

f'<0

f fonksiyonun da 
(x

0 
,f(x

0
)) noktası 

yerel minimum 
noktasıdır.

f'=0



TÜREV TÜREV − − 55  

EKSTREMUM NOKTALARIEKSTREMUM NOKTALARI

UYARIUYARI: : 

Bir  fonks iyonun b i r  noktada türev in in  0 
o lması  fonks iyonun o noktada 
ekst remuma sahip o lmasını  gerekt i rmez.

KRİTİK NOKTAKRİTİK NOKTA  

x 0 ,  f  fonks iyonun tanım kümesin in  b i r  
e lemanı  ve f ı (x 0 )=0 o luyorsa veya f ı (x 0 )  
yoksa x=x 0  k r i t ik  nokta  adını  a l ı r.  Sını r l ı  
b i r  ara l ık ta  tanıml ı  nokta lar  iç in  s ın ı r  
değer ler i  de ekst remum iç in  mut laka 
araşt ı r ı lmal ıd ı r.
Genel  o larak y=f (x)  fonks iyonu 
ekst remum değer ler in i  uç nokta larda  
veya kr i t ik  nokta larda  a l ı r.

Örnek...1 :Örnek...1 :
f :ℝ→ℝ , y= f(x)=x3−3x+2  fonks iyonun 

ekst remum nokta lar ın ı  bu lunuz?
 

Örnek...2 :Örnek...2 :   
f (x)=y=3x 4 −16x³+24x²  fonks iyonun ekst remum
nokta lar ın ı  bu lunuz?

Örnek...3 :Örnek...3 :
 f :ℝ→ℝ , y= f(x)= x

3−4x
 fonks iyonun 

ekst remum nokta lar ın ı  bu lunuz?

Örnek...4 :Örnek...4 :
 f (x)=y=x 5 +4x²+ax−3 fonks iyonun x=2 de  
ekst remumu varsa a ne o lmal ıd ı r?  

Örnek...5 :Örnek...5 :
 f :ℝ→ℝ , y= f(x)=x3+mx2+nx−2 fonks iyonu x=0 
da maksimum,  x=1 de min imum  değer ine 
sahipse  (m,n)  ik i l is in i  bu lunuz?
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minimum
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EKSTREMUM NOKTALARIEKSTREMUM NOKTALARI

Örnek...6 :Örnek...6 :
 f :[−3,2]→ℝ , y=f (x)=3 x2−24 fonks iyonunun   
maksimum değer in i  bu lunuz?

Örnek...7 :Örnek...7 :
  f :ℝ→ℝ , y= f(x)=x3−3x2+6x+2 ver i l iyor.

y=f '(x) fonks iyonunun   min imum değer in i  
bu lunuz?

Örnek...8 :Örnek...8 :

Graf ik  y=f (x)
fonks iyonuna a i t t i r.
Buna göre
fonks iyonun yere l
ekst remum
nokta lar ın ın
apsis ler in in  çarpımı  kaçt ı r?

Örnek...9 :Örnek...9 :

Graf ik  y=f ı (x)
fonks iyonuna a i t t i r.
Buna göre
fonks iyonun yere l
ekst remum
nokta lar ın ın
apsis ler in i  be l i r t in iz?

Örnek...10 :Örnek...10 :

Türev in in  graf iğ i
şek i ldek i  g ib i  o lan
y=f(x)
fonks iyonunun
yere l  maksimum
noktasının  aps is i
nedi r?

Örnek...11 :Örnek...11 :
y=f(x)=  x 3 −3x 2 +m  fonks iyonunun graf iğ i  x  
eksenin i  3  noktada kes iyorsa m n in  kaç fark l ı
tamsayı  değer i  vardı r?
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Örnek...12 :Örnek...12 :
 f :ℝ→ℝ , y= f(x)=x3−3x2+mx+n  fonks iyonun 
ters i  varsa  en küçük m tamsayıs ı  kaçt ı r?   

Örnek...13 :Örnek...13 :
f :ℝ→ℝ , y= f(x)=∣x∣  fonks iyonunun yere l  

ekst remum değer i  nedi r?

Örnek...14 :Örnek...14 :
 f : [−2,4 ]→ℝ , y= f(x)=x∣x2−1∣+2x fonks iyonunun
mut lak maksimum ve min imum değer ler i  
nedi r?

Örnek...15 :Örnek...15 :
f :ℝ→ℝ , y= f(x)=x3+ 3

2
x2−6x+1  fonks iyonu ve 

y=k fonks iyonu hangi  k  değer ler i  iç in  3  fark l ı  
noktada kes iş i r?

Örnek...16 :Örnek...16 :
 f :ℝ→ℝ , y=f (x)=x3+x2+mx+3 eğr is ine  y=−3 
doğrusuna para le l  o lacak şek i lde   ik i   teğet  
ç iz i leb i l iyorsa  m kaçt ı r?  
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EKSTREMUM NOKTALARIEKSTREMUM NOKTALARI

DEĞERLENDİRMEDEĞERLENDİRME

1) y=f(x) fonksiyonu
veriliyor. f(x)
fonksiyonunun
yerel ekstremum 
noktalarının
apsislerini
belirleyiniz.

2) f :ℝ→ℝ , y= f(x)=x5−4x2+mx+2 fonksiyonu x=1
de ekstremuma sahipse m kaçtır?

3) y=f'(x) fonksiyonu
veriliyor. f(x)
fonksiyonun yerel
minimum
noktasının apsisini
belirleyiniz.

4) f : [−2,3 ]→ℝ , f(x)=y=x²+8x+1 fonksiyonun mutlak
maksimum ve mutlak minimum noktalarını 
bulunuz?

5) f :ℝ→ℝ , y= f(x)=x∣x∣  fonksiyonunun yerel 
ekstremum değeri var mıdır?

6) f :ℝ→ℝ , y=f(x)=  mx3−3x2+x+n fonksiyonun tersi 
yoksa  m kaçtır?

7) f :ℝ→ℝ , y= f(x)=x2+mx+2
x+3

yerel ektremum 

değerleri çarpımı 4 ise m kaçtır?
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GRAFİK ÇİZİMİGRAFİK ÇİZİMİ

 POLİNOM FONKSİYONLARIN  POLİNOM FONKSİYONLARIN 
GRAFİKLERİNİN ÇİZİMLERİGRAFİKLERİNİN ÇİZİMLERİ

  Pol inom fonksiyonlar ın graf ik ler i
f (x)=a nxn+an−1xn−1+an−2 xn−2+...a 1x+a0

şekl indeki  b i r  po l inom fonks iyonunun 
graf iğ in i  ç izerken aşağıdak i  yo l lar  iz len i r :

1 .    f (x)  in  tan ım kümesi  bu lunur.  Bu 
fonks iyonlar  her x∈ℝ  iç in  tanıml ıd ı r.

2 .    f (x)  in  eksenler i  kest i ğ i  nokta lar  
bu lunur
x =  0 iç in  oy eksenin i  kest i ğ i  nokta,
y= 0 iç in  ox eksenin i  kest i ğ i  nokta  
bu lunur.  (y  = 0 iç in  b i r  x  değer i  
bu lunamıyorsa fonks iyonun Ox eksenin i  
kesmediğ i  an laşı l ı r )

3 .    Fonks iyonun gel i ş  ve g id i ş  yönüne 
bakı l ı r.
 lim

x→∞
f (x) ve lim

x→−∞
f (x) l imi t i  hesaplan ı r,  

bu lunan değer ler  eğr in in  uç nokta lar ın ın 
hangi  bö lgede o lduğunu göster i r.

4 .  y  =  0 iç in  ç i f t  kat l ı  b i r  kökü varsa bu  
kökte graf ik  Ox eksenine teğet ;  y  =  O iç in
tek kat l ı  b i r  kökü varsa bu  kökte graf ik  
Ox ekseni  keser
Şeki l ler i  ince ley in iz

x 1  tek kat l ı  kök  ,  x 2 = ç i f t  kat l ı  köktür.

5 .  f (x)  in  türev ine  bak ı l ı r ;  yani  
fonks iyonun b i r in  türev i  a l ın ıp  s ı f ı ra  
eş i t len i r,  fonks iyonun ar tan ve azalan  
o lduğu ara l ık lar  be l i r len i r.  Türev in  
kök ler i  varsa  bulun ı  bu lunan bu kök ler  
fonks iyonda yer ine yaz ı larak 
ekst remumlar  e lde edi l i r.
Değiş im tab losu  yap ı l ı r.  

6 .  Yukar ıdak i  tüm b i lg i l i  tab loya  aktar ı l ı r.  
Bu b i lg i ler in  tamamı koord inat  düz lemine  
aktar ı larak graf ik  ç iz i lmiş  o lur.

Örnek...1 :Örnek...1 :
     Graf ik ler i  ç iz in iz
1)   f (x)=x2−2x−3        

2)    f (x)=x3−9x            

3)  f (x)=x2(4−x2)
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TÜREVİN GEOMETRİK YORUMUTÜREVİN GEOMETRİK YORUMU

f :ℝ→ℝ , y=f (x)
fonks iyonuna
düzlemde
karşı l ık  ge len
eğr i  yanda k i
g ib i  o lsun.
Eğr in in
P(x 0 , f (x 0 ) )
noktasındaki
teğet ler in i
araşt ı ra l ım.  Bunun iç in  P(x 0 , f (x 0 ) )  
noktasının  sağıda veya so lundaki  
A(x 0 +h, f (x 0 +h))  noktasını  a l ıp  A ve P den 
geçen keseni  ç ize l im.  Dikkat  ed i l i rse 

kesenin  eğ imin in m=
f (x0+h)−f (x0)

h
 o lduğu 

görü lür.  Ş imdi  P noktasından geçen 
teğet i   bu lmak iç in  A noktasını  eğr i  
üzer inde  kaydı rarak P noktasına  
yak laşt ı ra l ım.  Bu iş lemi  yapmakla h 
değer in i  0  a  yak laşt ı rmak aynı  şey 
o lacakt ı r.  Bu halde teğet in  eğ imi h→0

i ç in
f(x0+h)−f(x0)

h
ın  a lacağı  l imi t  değer i  

o lacakt ı r.

EĞİM, TEĞET DOĞRU VE NORMAL DOĞRU EĞİM, TEĞET DOĞRU VE NORMAL DOĞRU 

y=f(x)  fonks iyonun
üzer indeki  (x 0 , f (x 0 ) )
noktasından ç iz i len
teğet  doğrunun
eğimi  m d  ise

md=lim
h→0

f (x0+h)−f (x0)
h

 

o lur.

Ayıca  m d =tanθ dı r.

T noktasında d teğet  doğrusuna d ik  o lan 
k  doğrusuna ise y=f (x)  in  T noktasındaki  
normal i   deni r.

HATIRLATMAHATIRLATMA

Eğimi  m ve (x 0 ,y 0 )  noktasından geçen 
doğrunun denklemi  y−y 0 =m.(x−x 0 )  o lur.

Dik  doğru lar ın  eğ imler i  çarpımı  −1 d i r.
 Yani ,   md .mk  = −1  d i r.

TEĞET DOĞRU DENKLEMİ TEĞET DOĞRU DENKLEMİ 

y−y0=md  . (x−x 0)

NORMAL DOĞRU DENKLEMİ NORMAL DOĞRU DENKLEMİ 

y−y0= −1
md

. (x−x 0)

Örnek...1 :Örnek...1 :
 y=f (x)=x2−4x+3 fonks iyonun x=3 
noktasındaki  teğet in in  eğ imin i  bu lunuz?

Örnek...2 :Örnek...2 :
y=f (x)=x3−x  fonks iyonun x=2 noktasındaki  

normal in in   eğ imin i  bu lunuz?

Örnek...3 :Örnek...3 :
y=f(x)=x²−7x fonks iyonun üzer indeki  P(1, f (1) )
noktasından geçen teğet in in  denklemin i  
bu lunuz?

Örnek...4 :Örnek...4 :   
y=f (x)=4x2 fonks iyonun x=2 noktasındaki  

teğet in in   denklemin i  bu lunuz?
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Örnek...5 :Örnek...5 :

y=f(x)   fonks iyonu ve
A noktasındaki  teğet i
ver i lmiş t i r.

g(x)=f2(x)− 5
f (x)

i se g

fonks iyonunun x=4
deki  teğet in in  eğ imi
kaçt ı r?

Örnek...6 :Örnek...6 :

y=f(x)   fonks iyonu ve A
noktasındaki  teğet i
ver i lmiş t i r. h(x)=f2(3 x)
i se h fonks iyonunun x=1
deki  teğet in in  eğ imi
kaçt ı r?

Örnek...7 :Örnek...7 :

g(x)=x3

3
−3x+a i le  f (x)=2+x  fonks iyonu 

teğetse a sayıs ının negat i f  değer i  kaçt ı r?

Örnek...8 :Örnek...8 :
f (x)=3x 2−6x+5 ve g(x)=mx2+(n−2 )x−3 fonks iy

onlar ın ın  her  x  iç in  teğet ler i  para le lse  m ve n
y i  bu lunuz.

Örnek...9 :Örnek...9 :
 f (x)=x2−3 fonks iyonuna A(4,0)  noktasından 
ç iz i len teğet ler in  değme nokta lar ın ın  aps is ler
top lamını  bu lunuz?

Örnek...10 :Örnek...10 :
f (x)=x2+2 fonks iyonuna üzer indeki  A(1,y)  

noktasından ç iz i len  normal  eğr iy i  başka  
hangi  noktada keser?
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Örnek...11 :Örnek...11 :
Tanım:  Kesim noktasında teğet ler i  d ik  o lan 
eğr i lere d ik  kes işen eğr i ler  deni r.

f (x)=k
x

i le  g(x)=x2

9
eğr i ler i  d ik  kes iş iyor  ise 

k  kaçt ı r?

Örnek...12 :Örnek...12 :
f (x )=e ln√x

eğr is ine üzer inde  aps is i  e  o lan 
noktadan ç iz i len teğet in  x  ekseniy le  
s ın ı r ladığı  bö lgenin  a lanı  kaç b i r im karedi r?

Örnek...13 :Örnek...13 :
 f (x)=√4x−4 eğr is in in  or i j inden geçen 
teğet ler in in  değme noktasının aps is i  nedi r?

Örnek...14 :Örnek...14 :
y=x−7 doğrusu üzer inde bulunup y=x 2 −x+5 
parabolüne en yakın noktanın  koord inat lar ı  
nedi r?

Örnek...15 :Örnek...15 :

f (x)=x3

3
+x2−3x+1  fonks iyonun x  eksenine  

para le l  teğet ler in in  eğr iye değdiğ i  nokta lar   
arası   mesafe  kaç b i r imdi r?

Örnek...16 :Örnek...16 :
f (x)=x 2 −2x−8  fonks iyonuna üzer indeki  A(0,k)  
noktasından ç iz i len teğet in  eksenler le  
o luşturduğu üçgenin a lanı  kaç b i r im karedi r?

12. Sınıf Matematik Konu Anlatımı  12. Sınıf Matematik Konu Anlatımı  33//55
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DEĞERLENDİRME DEĞERLENDİRME 

1) f(x)=x²+ax+5 eğrisinin x eksenini x eksenini kestiği 
noktalardan çizilen teğetlerin dik olması için a ne 
olmalıdır?

2) y=f (x)=x2−mx+4 fonksiyonuna orijinden çizilen
teğetler dikse m değeri kaçtır? m>0

3) y=f(x)= x2+2x+7   fonksiyonunun hangi noktadaki 
teğeti orijinden geçer?

4) y=f(x)  fonksiyonu
ve A noktasındaki
teğeti verilmiştir.

g(x2)=f2(x3)  
ise g '(4)=?

5) y=f(x) parabolü ve bu
parabolün A
noktasındaki teğeti
olan y=g(x) doğrusu
veriliyor.

h(x)= k.f (x)
g(x)+x

için

h'(4 )=1  ise k
kaçtır?

6) B noktasında teğet
olan y=f(x) ve y=g(x)
parabolleri veriliyor. 

h(x)= f (x)
g(x)

için

h'(−1)=?

7) f(x)=x2+3 fonksiyonuna orijinden çizilen teğetlerin 
değme noktaları arası mesafe kaç birimdir?

8) f(x)=x2−x ve g(x)=3x−x2 eğrilerinin kesim 
noktalarından f fonksiyonuna çizilen teğetlerin 
arasındaki açının tanjantı kaç olabilir?
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9) y=ax2+bx+c parabolüne orijinden  çizilen teğetler 
dikse a,b,c arası hangi bağıntı vardır?

10) h(x)=x+ 4
2x+3

fonksiyonunun x eksenine paralel

teğetlerinin değme noktaları apsisleri çarpımını 
kaçtır?

11) f (x)=1
x

 fonksiyonun x=1 apsisli noktasından 

çizilen teğetinin eksenlerle oluşturduğu bölgenin 
alanı kaç birim karedir?

12) y=f(x)  fonksiyonu ve A
noktasındaki teğeti
verilmiştir.
h(x)=x2 . f (x)  ise h

fonksiyonunun x=1 deki
teğetinin eğimi kaçtır?

13) g(x)=x2+9 fonksiyonuna hangi noktalardan 
çizilen teğetler orijinden geçer?

14) y=x2+4 eğrisine y=x doğrusunun en yakın 
noktasının apsisi kaçtır? 

15) y=x2 eğrisinin x=1 noktasındaki teğeti ve normali ile
y ekseni arasında kalan kapalı bölgenin alanı kaç 
birim karedir?
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MAKSİMUM MİNİMUM PROBLEMLERİMAKSİMUM MİNİMUM PROBLEMLERİ

MAKSİMUM VE MİNİMUM PROBLEMLERİ :MAKSİMUM VE MİNİMUM PROBLEMLERİ :

Minimum ve  Maksimum Problemler in i  
Çözmek İç in  Genel  St rate j i

Adım 1.  Problemin  ne is ted iğ i ,  problemde
ne ver i ld iğ i  be l i r len i r.

Adım 2.  Probleme uygun model  
be l i r len i r  :  gerek i rse şek i l ler  ç iz i l i r.  
Min imum veya maksimum yapı lması  
is tenen n ice l iğ i  temsi l  edecek değişken 
seç i l i r  ve ekst remum değer i  is tenen 
fonks iyon  yazı l ı r

Adım 3.  Adım 2 de  bulunan fonks iyonun 
tanım kümesi  bu lunur.

Adım 4.  Kr i t ik  nokta lar  bu lunur  

Adım 5.  Model  çözülür

Adım 6.  Çözüm yorumlanı r   

Örnek...1 :Örnek...1 :   
Toplamlar ı  20 o lan  ik i  sayının çarpımı  en çok 
kaçt ı r?

Örnek...2 :Örnek...2 :   
x+y=20 ise x 2 . y en çok kaç eder?

Örnek...3 :Örnek...3 :   
x2+(m−2) x+m2−3m+1=0  denk lemin in  kök ler i  

çarpımı  en  küçük o lduğunda kök ler  top lamı  
ne o lur?

Örnek...4 :Örnek...4 :   
x 2 −(2+m)x+4−m =0 denklemin in  kök ler i  x 1  ve 
x 2  d i r   x1

2+x2
2 en az kaç o lab i l i r?

Örnek...5 :Örnek...5 :   
f (x)=x3−16x2+5x+3  fonks iyonu ver i l iyor.  f  

fonks iyonunun hangi  noktadaki  teğet in in  
eğ imi  en  küçüktür?
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MAKSİMUM MİNİMUM PROBLEMLERİMAKSİMUM MİNİMUM PROBLEMLERİ

Örnek...6 :Örnek...6 :   
 f (x)=x2+5x+3 parabolü  üzer inde b i r  noktanın
koord inat lar ı  top lamı  en az kaç o lur?

Örnek...7 :Örnek...7 :   
y=12

x
 eğr is i  üzer inde or i j ine  en yakın 

noktayı  bu lunuz.

Örnek...8 :Örnek...8 :   

Şeki lde b i r  köşesi  or j in  b i r
köşesi  y=4−x 2  ve ik i  kenar ı
eksenler  üzer inde  o lan
OABC dikdör tgenlerden
alanı  en büyük o lanı  kaç
br 2  d i r?

Örnek...9 :Örnek...9 :   

Bir  kenar  uzunluğu 12
bi r im o lan  kare
şekl indeki  b i r  kar tonun
köşeler inden eş
karesel  bö lge ler
ç ıkar ı larak  at ı l ıp  üstü
açık  b i r  kutu  yapı l ıyor.
Kutunun hacmi  en çok
kaç br 3  o lur?

Örnek...10 :Örnek...10 :   
 Tüm ayr ı t lar ın ın top lamı  60  o lan kare d ik  
pr izmanın  hacmi  en çok kaç cm küptür?

Örnek...11 :Örnek...11 :   
Yarıçapı  6  b i r im o lan b i r  kürey i  iç ine 
a lab i lecek  min imum haciml i  b i r  konin in  
yüksekl iğ i  en çok kaç b i r im o lur?
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TÜREV−8TÜREV−8

MAKSİMUM MİNİMUM PROBLEMLERİMAKSİMUM MİNİMUM PROBLEMLERİ

Örnek...12 :Örnek...12 :   

Şeki lde O merkez l i  çeyrek 
dai ren in çapı  24  b i r imse
şeki ldek i  g ib i
o luşturu lab i lecek
dikdör tgenlerden a lanı  en çok
olanın çevres i  kaç b i r imdi r?

Örnek...13 :Örnek...13 :   

Şeki ldek i  d ikdör tgen b iç iml i
nehi rdek i  h ız ı  saat te  2 km/s
ve karadaki  h ız ı  3  km/s o lan
bi r  hareket l in in  en  k ısa
sürede A noktasından C
noktasına varması  iç in  tak ip
etmesi  gereken yo l  ne
olmal ıd ı r?

Örnek...14 :Örnek...14 :   
Hipotenüsü 12 br  o lan b i r  d ik  üçgen d ik  
kenar lar ı  b i r i  e t ra f ında  döndürü ldüğünde e lde
edi lecek kat ı  c ismin hacmi  en  çok o lduğunda 
a lanı  ne o lur?

DEĞERLENDİRMEDEĞERLENDİRME

1)  Çevresi 10 cm olan dikdörtgen alanının 
alabileceği maksimum değerini bulunuz.

2) Kenarları x+3 ile 8−2x olan dikdörtgenin alanı 
maksimum kaç birim karedir?

3) x²+(16m−m³)x+1=0 denkleminin kökler 
toplamının maksimum olması için m kaç 
olmalıdır ? (m<0)
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TÜREV−8TÜREV−8

MAKSİMUM MİNİMUM PROBLEMLERİMAKSİMUM MİNİMUM PROBLEMLERİ

4) f (x)=x3

3
+ x2

2
−7x fonksiyonun grafiği üzerinde 

ordinat ve apsis toplamı en büyük olan 
noktayı bulunuz. (x<0)

5) Bir köşesi orjin diğer iki köşesi eksenler ve 
son köşesi de y=4−2x üzerinde olan 
dikdörtgenlerden alanı makimum olanının 
çevresi nedir?

6

6) İki köşesi bir yarım  çember üzerinde, diğer iki
köşesi bu yarım çemberin çapı üzerinde 
bulunan bir dikdörtgenin alanın en büyük 
değeri yarıçap cinsinden en çok kaç birim 
kare olur? 

7) Taban yarıçapı 4cm ve yüksekliği 8 cm olan 
bir koni içine yerleştirilebilecek maksimum 
hacimli silindirin yüksekliği kaç birimdir?
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İNTEGRAL-1İNTEGRAL-1

TEMEL İNTEGRAL KAVRAMLARITEMEL İNTEGRAL KAVRAMLARI

  BELİRSİZ İNTEGRAL BELİRSİZ İNTEGRAL 

 f : A →ℝ  fonks iyonu x∈A   iç in  

türev lenebi l iyor  ise
df(x)

dx
=f '(x)    o lur.  

df(x)=f '(x).dx  i fades ine f  fonks iyonun 
d i ferans iye l i  deni r

Bu i fade dy= f '(x). dx  o larak da 
yazı lab i l i r .

Örnek...1 :Örnek...1 :   
y=x2+3x+5  fonks iyonunun d i ferans iye l i  ,  dy 

nedi r?

Örnek...2 :Örnek...2 :   
x=(t2+3 t−2)3  ise dx nedi r?

İntegra l  a lma iş lemi  türev i  veya 
d i ferans iye l i  be l l i  o lan fonks iyonun 
kendis in i  ( i lke l in i )  bu lmak iç in  yapı lan 
iş lemdir.

Türev i  f (x)  o lan  F(x)  fonks iyonuna , f (x)  in
bel i rs iz  in tegra l i  ( i lke l i )  deni r.  

Yani   F ı (x)= f (x)  ise F(x)  ye f (x)  in  i lke l i  
deni r  ve bu 

∫ f(x)dx=F(x)+c  i le  göster i l i r.

Örneğin  ∫2x dx=x2+c

İNTEGRAL ALMA İŞLEMİNİN ÖZELLİKLERİİNTEGRAL ALMA İŞLEMİNİN ÖZELLİKLERİ

∫a.f (x )dx=a∫ f (x )dx

∫ f (x )±g (x )dx=∫ f (x )dx±∫g (x )dx

∫ f (x )dx=∫f (k )dk=∫ f (m)dm...

TEMEL BELİRSİZ İNTEGRAL ALMA TEMEL BELİRSİZ İNTEGRAL ALMA 
KURALLARIKURALLARI  

Birçok i lke l  türeve a i t  kura l lar ın  ters ine 
çevr i lmesiy le  e lde edi l i r.  Bunlar ın  bazı lar ı
şöy led i r  :

∫ xndx= xn+1

n+1
+c,n≠−1

 

Örnek...3 :Örnek...3 :   
∫ x2dx=?

Örnek...4 :Örnek...4 :   
∫dx=?

Örnek...5 :Örnek...5 :   

∫ 1
x3 dx=?

Örnek...6 :Örnek...6 :   
∫√x dx=?

Örnek...7 :Örnek...7 :   

∫ 1
4√x3

dx=?
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İNTEGRAL-1İNTEGRAL-1

TEMEL İNTEGRAL KAVRAMLARITEMEL İNTEGRAL KAVRAMLARI

Örnek...8 :Örnek...8 :   

∫ 1
5√ 3√ 2√x

dx=?

Örnek...9 :Örnek...9 :   
∫ (x+x3−4 )dx=?

Örnek...10 :Örnek...10 :   

∫(∑
k=0

2

(k+1)xk)dx=?

Örnek...11 :Örnek...11 :   

∫ 1
4√x

dt=?

Örnek...12 :Örnek...12 :   
Teorem ∫ f ' (x )

f (x ) dx=ln|f (x )|+c  olduğuna göre 

∫ 2 x
x2+5

dx  in tegra l in i  hesaplayınız

TÜREV İNTEGRAL VE DİFERANSİYEL TÜREV İNTEGRAL VE DİFERANSİYEL 
İLİŞKİSİİLİŞKİSİ

1 d
dx

(∫ f (x )dx )= f (x )

2 d(∫ f (x )dx )=f (x )dx

3 (∫d( f (x )dx))= f (x )+c

Örnek...13 :Örnek...13 :   
d
dx

(∫ x2dx )=?

Örnek...14 :Örnek...14 :   
d(∫ x2dx )=?

Örnek...15 :Örnek...15 :   
∫d (x2 )=?

Örnek...16 :Örnek...16 :   

∫d (x2 )+∫d(1
x
−x2)

Örnek...17 :Örnek...17 :   

∫ f (x ). x2dx= x6

6
−3x+1 i se f (2)=?
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İNTEGRAL-1İNTEGRAL-1

TEMEL İNTEGRAL KAVRAMLARITEMEL İNTEGRAL KAVRAMLARI

Örnek...18 :Örnek...18 :   
f (x )=∫d (x2−2) İse f ' (9)=?

Örnek...19 :Örnek...19 :   
 f (x )=∫ (x2−3x+1)dx  ise f (x)  fonks iyonun x=4 de 
teğet in in  eğ imi  nedi r?

Örnek...20 :Örnek...20 :   

∫( x
x+2

. f (x ))dx=2x2−3x+2 i se f (x)=?

Örnek...21 :Örnek...21 :
Teorem. İk i  kez türev lenebi l i r  y= f (x)  
fonks iyonunda f ı ı (x)=0 denklemin in tek  kat l ı  
kök ler ine dönüm noktası  deni r.  

f (x )=∫ (4x2−2x+3)dx  ise f (x)  fonks iyonunun 
dönüm noktasının  aps is in i  bu lunuz

 DEĞERLENDİRME DEĞERLENDİRME

1) ∫(∑
k=1

2

(k+1)xk)dx

2) ∫ x+1
2x+2

dx=?

3) ∫( 8x3−5x2+7
x2 )dx=?

4) ∫6 x2(x2−1
3

x+2)dx=?
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İNTEGRAL-1İNTEGRAL-1

TEMEL İNTEGRAL KAVRAMLARITEMEL İNTEGRAL KAVRAMLARI

5)  f fonksiyonu (2,3) noktasındaki teğeti x 
ekseniyle  pozitif yönde 45 derecelik açı 
yapıyor  ve f ' '(x )=2x−3 ise f(0) kaçtır?

6) f(x) fonksiyonunun grafiğine x=1 noktasında 
çizilen teğetinin eğimi 4, f ıı(x) = 6x + 2 ve 
f(1) = 2 olduğuna göre, f(2) kaça eşittir?

7) y=f(x) fonksiyonunun her x gerçel sayısı için 
birinci türevi (8x2-6x) dir. A (1,2 )∈f  ise

∫( f (x )
x2 )dx=?  

8) Teorem. İki kez türevlenebilir y=f(x) fonksiyonunda 
fıı(x)=0 denkleminin tek katlı köklerine dönüm noktası 
denir.

 ∫ ( f '' (x ))dx=mx2+nx  veriliyor. f fonksiyonun dönüm 

noktası A(−1
2

,0)  dir . Bu fonksiyonun  x=1 deki 

teğeti x ekseniyle pozitif yönde 45o yapmaktadır. 
Fonksiyon x=-2 de minimum değerine sahip 
olduğuna göre  (m+n) kaçtır?

9) P(x) bir polinom fonksiyon ve
P (x )∫P (x )dx=2x3+9x2+11x+3  ise bu 
polinomun katsayılar toplamı kaç olabilir?

10) ∫( d(x3)
x2 )=?

11) ∫ (d(x3+4x+√21))=?

12) ∫ (x2−1) . f (x )dx=x5

5
−x  veriliyor. f fonksiyonuna

üzerindeki A(1
2

,yo) noktasından çizilen teğet x

ekseniyle pozitif yönde kaç derecelik açı 
yapar ?
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İNTEGRAL-2İNTEGRAL-2

BASİT DEĞİŞKEN DEĞİŞTİRMEBASİT DEĞİŞKEN DEĞİŞTİRME

BELİRSİZ İNTEGRAL ALMA YÖNTEMLERİ 1 BELİRSİZ İNTEGRAL ALMA YÖNTEMLERİ 1 

DEĞİŞKEN DEĞİŞTİRME METODUDEĞİŞKEN DEĞİŞTİRME METODU

∫ f (x )dx i fades in i  hesaplayabi lmek iç in  
s ık l ık la  türevde z inc i r  kura l ın ı  ters ine 
doğru  iş le t i r iz .  

Yani  ∫ f (g (x )) .g ' (x )dx  in tegra l i  ∫ f (u)du
biç iminde yazı l ı r  ve in tegra l  a l ınarak 
F(u)+C=F(g(x) )+c o lur.  

Değişken değiş t i rme dediğ imiz  bu 
yöntemi  k ısaca özet lersek.

Adım1  ∫ f (g (x )) .g ' (x )dx i fades inde u=g(x)  

ve du=g ı (x)dx seç i lerek ∫ f (u) . duelde 
edi l i r.  ( türev i  var  o lan fonks iyona u der  
ve du  yu hesaplayıp in tegra l i  u  
değişkenine  göre tekrar  yazar ız)

Adım2 u değişkenine  göre in tegra l  a l ın ı r

Adım3 sonuçta  u yer ine yazı l ı r.

Örnek...1 :Örnek...1 :
 ∫(x5+x2) (5x 4+2x )dx=?

Örnek...2 :Örnek...2 :
 ∫ (x5+4x+e)5 . (5 x4+4)dx

Örnek...3 :Örnek...3 :
 ∫ (3x−19)23dx

Örnek...4 :Örnek...4 :
 ∫ 1

(x+2)15 dx

Örnek...5 :Örnek...5 :
 ∫√x+2dx

Örnek...6 :Örnek...6 :
 ∫√6x−23 dx
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İNTEGRAL-2İNTEGRAL-2

BASİT DEĞİŞKEN DEĞİŞTİRMEBASİT DEĞİŞKEN DEĞİŞTİRME

Örnek...7 :Örnek...7 :
 ∫ 2x

√8x+3
dx

Örnek...8 :Örnek...8 :
 ∫ f '(x ) . f '' (x )dx  integralinin f(x) türünden eşiti nedir?

Örnek...9 :Örnek...9 :

∫( √3 x−1
3√3x−1+4√3x−1)dx  integralinde 12√3 x−1=t  

değişken değiştirmesi uygulanırsa hangi 
integral elde edilir?

  

DEĞERLENDİRMEDEĞERLENDİRME

1) ∫(4x3−5x) (12x2−5)dx =?

2) ∫ 1
(6x−5 )11 dx =?

 

3)   ∫( 3x2+1

√x3+x )dx=?
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İNTEGRAL −İNTEGRAL −33

RİEMANN TOPLAMIRİEMANN TOPLAMI

Hız – zaman graf iğ in in  a l t ında ka lan a lan 
a l ınan yo lu vermektedi r,  Şek i l ler i  ince ley in iz .
Doğrusal  b i r  yo lda hareket  eden k iş i ler in  i lk  2
saat te  a ld ık lar ı  yo lu ,  graf ik ler i  i le  x−ekseni  
arasında ka lan a lan  yardımıy la  bu la l ım.

Bi r inc i  k iş i  4 .2=8 km yol  a lmışt ı r.  İk inc i  
k iş in in  a ld ığı  yo lu  bu lmak iç in  eğr in in  a l t ında 
ka lan a lanı  küçük d ikdör tgenler   yardımıy la  
yak laşık  o larak hesaplayal ım.  İnceley in iz   .  

Ş imdi  bu a lan hesabını  genel leye l im.
RİEMANN TOPLAMI OLARAK BELİRLİ RİEMANN TOPLAMI OLARAK BELİRLİ 
İNTEGRALİİNTEGRALİ

y =  f (x)  sürek l i   b i r  fonks iyon o lmak 
üzere,  f (x)  fonks iyonunun graf iğ i  i le  x  
ekseni  arasında ka lan ve x  =  a i le  
x  =  b doğru lar ın ın  s ın ı r ladığı  bö lgenin 
a lanı
a)  y=f (x)  graf iğ i  doğrusal  b i r  graf ik  
o lduğu zaman üçgen,  yamuk g ib i  
çokgensel  a lan lar ın  yardımıy la
b)  y=f (x)  graf iğ i  doğrusal  b i r  graf ik  
o lmadığı  zaman ise Riemann top lamı  i le  
bu lunur.  (Riemann top lamı  a lanı  bu lmak 
iç in  genel  b i r  yöntem o lup her  tür lü  
graf iğe  sahip  fonks iyonlarda 
ku l lanı lab i l i r  )  R iemann top lamı  
yönteminde,  tanım kümesi  a l t  ara l ık lara  
bö lünür  ve her  ara l ık tan a l ınan  b i r  
sayının  görüntüsü i le  e lemanın  a l ındığı  
ara l ığ ın   boyu  çarpı l ı r.  Son adımda e lde 
edi len  sonuçlar ın  top lamı  hesaplanı r

Riemann top lamının a l t  top lam ve üst  top lam 
o lmak üzere  2 çeş id in i  hesaplayacağız .

ALT TOPLAMALT TOPLAM  

Alan bulunacak  a l t  ara l ık
o lan  [a ,b]  iç in
parça lanış ının  s ın ı r
nokta lar ında,  yüksekl iğ i
eğr in in  a l t ında bulunacak
şeki lde  bel i r lenen
dikdör tgenler in  a lan lar ı  top lamı  Riemann 
a l t  top lamı  o larak tanımlanmışt ı r. (A T )  
(Başka b i r  dey iş le  y=f (x)  fonks iyonunun  
a l t  k ısmında o luşan n tane d ikdör tgenin  
a lan lar ı  top lamına Riemann a l t  top lam 
deni r. )

ÜST  TOPLAMÜST  TOPLAM  

Parçalanış ının s ın ı r
nokta lar ında,  yüksekl iğ i
eğr in in  üstünde
bulunacak şek i lde
bel i r lenen
dikdör tgenler in  a lan lar ı
top lamı  Riemann üst  top lamı  o larak 
tanımlanmışt ı r. (Ü T )  (Başka b i r  dey iş le   
y= f (x)  fonks iyonunun  üst  k ısmında 
o luşan n tane d ikdör tgenin a lan lar ı  
top lamına üst  top lam deni r. )  

RİEMANN TOPLAMININ ADIMLARIRİEMANN TOPLAMININ ADIMLARI
f : [a,b]→R sürekli  bir fonksiyon olsun.

1.adım :  Tabanlar ın  oluşturulması   
Oluşturu lacak d ikdör tgenler in  taban 
uzunluk lar ın ı  bu lmak iç in  [a ,b]  
ara l ığ ından a=x0<x1<x2 ...<xn=b o lmak 
üzere n+1 nokta a l ın ı r.  Bu n+1 noktanın 
o luşturduğu kümeye,
P={a=x0<x1<x2 ...<xn=b }kümesine  [a ,b]  
kapal ı  ara l ığ ın ın bö lüntüsü  (parça lanış ı )  
deni r.   

2 .adım:  Taban uzunluk lar ın ın bu lunuşu  
Bi r  [a ,b ]  kapal ı  ara l ığ ın ın  herhangi  b i r  P 
parça lanış ında [x 0 , x 1 ]  ya b i r inc i  a l t  ara l ık  
[x 1 ,x 2 ]  ye ik inc i  a l t  ara l ık  [x k − 1 ,x k ]  ya k .  a l t  
ara l ık  deni r  .  Bu ara l ık lar ın  uzunluk lar ı
Δ xk  =x k  −  x k − 1  olur  ve bu ara l ık lardan en 
büyüğüne P parça lanış ının normu deni r  
ve  ‖P‖ i le  göster i l i r.  
Eğer  ara l ık  boy lar ın ın  hepsi  eş i t  ise 
parça lanışa düzgün parça lanış   deni r.
Düzgün parça lanış ta  her  b i r  taban eş i t  
uzunlukta o lup bu  sayı  Δ x   i le  göster i l i re

Δx=b−a
n

 o lacağı  açık t ı r.

Örnek...1 :Örnek...1 :
[0 ,6 ]  ara l ığ ı  iç in  P={0,2,5,6}  bö lüntüsü i le  bu  
ara l ık  [0 ,2 ]  ,  [2 ,5 ]  ,  [5 ,6 ]  şek l inde a l t  
ara l ık lara  ayr ı l ı r.  Burada Δx1=2,  Δx2=3, Δx3=1 
ve P bölüntüsünün normu 3 tür. ( ‖P‖=3)

[0 ,6 ]  iç in ,  ara l ığ ı  3  eş i t  a l t  ara l ığa bölünerek  
düzgün bölüntüsünü o luşturmak is tersek 
P’={0,2,4,6}  o lacakt ı r.  
Benzer  şek i lde uzunluğu eş i t  n  ara l ığa  
bölmek is tersek,  bö lüntünün normu

Δx=6−0
n

=6
n

 o lacakt ı r.
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3.adım: Alanın  hesaplanması
Şimdi  her  ara l ık tan b i r  ree l  sayı  a la l ım ve
k.  ara l ık tan  a ld ığımız bu sayıy ı  xk i le  
göstere l im.  İş te  her  a l t  ara l ık tan a l ınan  
bu xk  sayı lar ı  iç in  f (xk)Δ xk   sayı lar ın ın  

top lamına ,  yani  ∑
k=1

n

f (xk )Δxk   top lamına,  

Riemann top lamı   (R T )  deni r.  

R iemann top lamının  Δxk   sayı lar ı  ve  P 
parça lanış ına  bağl ı  o lduğu açık t ı r.  
Şek i l ler i  ince ley in iz .

[ [a ,b ]  ara l ığ ın ın  P parça lanış ındaki  
ara l ık lar  küçüldükçe ,  eğr i  a l t ında ka lan  
d ikdör tgenler in  a lan lar ın ın top lamının  f  
fonks iyonun graf iğ i  i le  x  ekseni  
arasındaki  a lana yak laşt ığ ını  görürüz.  Bu
nedenle  parça lanış ın normu o lan ∥P∥ 
küçüldükçe  (  başka b i r  dey iş le  s ı f ı ra  
yak laşt ıkça  )  bu parça lanışa a i t  R iemann 
top lamının  yak laşt ığ ı   b i r  ree l  sayı  
değer in in  ,  l imi t in in ,  o lmasını  bek ler iz .
(Fonks iyon  s ını r l ı  o lmal ı )
( AT⩽RT⩽ÜT)  A l t  ara l ık lar  iç in ,  a l t  top lamda
f(x k )    en küçük,  üst  top lamda f (x k )    en 
büyük   değer)  

Not :  Parça lanış ın  or ta  nokta lar ına göre  
yüksekl ik ler  a l ın ıp  d ikdör tgenler in  
a lan lar ı  top lamı  bu lunursa Riemann Orta 
top lamı  hesaplanmış o lur.

Örnek...2 :Örnek...2 :
f : [1, 4] → R tanımlı f(x) =  x fonksiyonu veriliyor.
Buna göre aralığı 3 eşit parçaya bölen düzgün bir P
parçalanmasına ait alt toplam kaç birimkaredir?

Örnek...3 :Örnek...3 :
f : [0, 2] → R tanımlı f(x) =  x+2 fonksiyonu veriliyor.
Buna göre aralığı 4 eşit parçaya bölen düzgün bir P
parçalanmasına üst toplam kaç birimkaredir?
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Örnek...4 :Örnek...4 :
f : [0, 3] → R tanımlı f(x) =  x2 fonksiyonu veriliyor.
Buna göre aralığı 3 eşit parçaya bölen düzgün bir P
parçalanmasına ait alt toplamın  orta toplama oranı 
kaçtır?

Hat ı r la tmalar :  Toplam Sembolü

*∑
k=1

n

k=n (n+1 )
2

 *∑
k=1

n

k2=n (n+1) (2n+1 )
6

 *∑
k=1

n

k=[n (n+1 )
2 ]2

Örnek...5 :Örnek...5 :   
 f :ℝ→ℝ , f (x )=x+2 fonks iyonu i le  x=0 doğrusu  
x=4 doğrusu ve x  ekseniy le  s ın ı r l ı  bö lgenin 
a lanını  Riemann top lamıy la   (bu lunuz)
Çözüm
 [0,4]  ara l ığ ın ın  eş i t  bö lünmesiy le  her  b i r  

ara l ık   4−0
n

=4
n

olarak  e lde edi l i r.  Yüksekl ik  

o larak,  a l t  ara l ık lar ın  

Alt  toplam

        

4
n

.(f(0
n)+ f( 4

n)+f (8
n )+ ...+f( 4n−4

n ))
4
n

.((0
n

+2)+(4
n

+2)+(8
n
+2)+...+(4n−4

n
+2))

4
n

.(2n+ 2n−2
n

. n)=4
n

. (2n+2n−2 )= 4
n

.(4n−2)=16n−8
n

lim
n→∞

(16n−8
n )=16 

Üst  toplam

               

4
n

.(f (4
n)+f(8

n)+ ...+ f (4n−4
n )+f (4n

n ))
 
4
n

.((4
n

+2)+(8
n

+2)+...+(4n
n

+2))
4
n

.(2n+ 2n+4
n

.n)=4
n

.(2n+2n+8)=4
n

. (4n+8)=16n+32
n

lim
n→∞

(16n+32
n )=16

Ve bu sonuçla birlikte  AT⩽RT⩽ÜT olduğu için  Riemann 
yöntemiyle alan 16 bulunur.
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GÖSTERİMLERGÖSTERİMLER

f : [a, b]→R b i r  fonks iyon o lsun.  P [a ,b]  
ara l ığ ın ın  herhangi  b i r  parça lanış ı  ve xk

'
 

bu parça lanışa  a i t  [x k − 1 ,x k ]  ara l ığ ından 
seç i len  herhangi  b i r  ree l  sayı  o lsun.   

Eğer  ∥P∥→0   iç in  ∑
k=1

n

f ( xk
' )Δxk=L o lacak 

şek i lde  b i r  L ∈R sayıs ı  varsa  P 
parça lanış ı  ve xk

' sayı lar ın ın  seç iminden 
bağımsız  o larak f  fonks iyonu [a ,b]  
arasında in tegra l lenebi l i r  ve L ∈R ye [a ,b]
de f  n in  be l i r l i  in tegra l i  deni r.  
(bu ara l ık ta  y=f (x)  fonks iyonu eğer  
negat i f  o lmuyorsa bu l imi t  değer i  eğr i  i le  
x  ekseni  arasında ka lan a lanı  ver i r )

∥P∥→0  yer ine  n→∞ aynı  şey  o larak 
düşünülebi l i r. Δx=dx , (Δx→0)

Özet le   lim
Δ xk→ 0(∑k=1

n

f (xk
' )Δ xk)=L∈ℝoluyorsa bu 

l imi t  değer ine  y=f (x)  fonks iyonunun a ’dan

b ye bel i r l i  in tegra l i  der  ve bunu  ∫
a

b

f (x )dx

olarak  yazar ız .  
Burada a ve b sayı lar ına in tegra l in  a l t  ve 
üst  l imi t ler i  deni r

Kısaca  lim
Δ xk→0 (∑k=1

n

f (xk
' )Δx k)=L=∫

a

b

f (x )dx   

bu i fade  düzgün parça lanış ta (n→∞ için )

(Δx ).∑
k=1

n

f (a+k . Δx )=( Δx ) .∑
k=1

n

f (a+ (k−1 ).Δ x)=L=∫
a

b

f (x) dx

biç imler inde  de i fade edi leb i l i r.  (Sağ ve 
so l  uç nokta  yak laşım yöntemler i   )

Önceki örnek için  16⩽RT=∫
0

4

(x+2)dx⩽16

∫
0

4

(x+2)dx=16 elde edilir 

(Not İntegral hesabın temel teoremi ile belirli integralleri 
Riemann  toplamlarının limiti yerine başka ve daha kısa 
bir yöntemle hesaplayacağız)

Örnek...6 :Örnek...6 :

∫
0

4

xdx  be l i r l i  in tegra l in i  bu lunuz.

Çözüm
f(x)=x fonks iyonu [0 ,4]  ara l ığ ında sürek l i  ve 
s ını r l ı  o lduğundan bel i r l i  in tegra l i  vardı r.  
[0 ,4 ]  ara l ığ ın ının  düzgün bölüntüsünün boyu
4
n

 ve a l t  ara l ık lar   

[0 , 4
n

] , [ 4
n

,2 . 4
n

] , . . . , [ (n−1) 4
n

, 4
n

.n]  o lur.  

Riemann üst  top lam iç in  f (x k )  değer ler i  f (
4
n

) ,

f ( 8
n

) , . . . , f (4)  o lacağından Riemann üst  top lamı

4
n

. f (
4
n

)+
4
n

. f (
8
n

)+ . . .+
4
n

. f (
4
n

.n)  o lacakt ı r.  Bu ise

4
n

( 4
n

+ 8
n

+...+ 4n
n

)=
4
n

.( 4+8+ ...+4n
n )=

4
n

.( 4 (1+2+ ...+n)
n )

4
n

.(2 (n2+2n )
n )=8n2+16n

n2  ve n sınırsız olarak artarken (n 

sonsuza giderken limit alırsak) belirli integral 8 olarak elde
edilir.
Aynı ifade bu aralıkta  verilen (x) fonksiyon negatif 
olmadığından alana dönüştürülerek de yapabiliriz

Örnek...7 :Örnek...7 :
1
n

.∑
k =1

n

(k
n)

2

 n değeri sonsuza giderken topladığımızda 

hangi belirli integrali elde ederiz? 
Çözüm 
b=1 ve a=0 alınırsa ifade

(b−a
n ).∑

k=1

n

( f (a+k .Δx ) )=∫
a

b

f (x )dx  olarak düşünüldüğünde

∫
0

1

x2dx  elde edilir.

Örnek...8 :Örnek...8 :
3
n

.∑
k=1

n

(2+3k
n ) i fades i  n  değer i  sonsuza 

g iderken top ladığımızda hangi  be l i r l i  in tegra l i
e lde  eder iz? 

 12. Sınıf Matematik Konu Anlatımı  12. Sınıf Matematik Konu Anlatımı 44//55

w
w

w
.

m
a

t
b

a
z

.
c

o
m



İNTEGRAL −İNTEGRAL −33

RİEMANN TOPLAMIRİEMANN TOPLAMI

Örnek...9 :Örnek...9 :
f :ℝ→ℝ , f (x )=x
fonks iyonunun graf iğ i
ver i l iyor.  Buna göre x  >  0
iç in  şek i ldek i  tara l ı
bö lgenin a lanını  veren
fonks iyonu bula l ım ve  bu
fonks iyonun türev in i
şek i ldek i  doğruyu temsi l
eden y  =  f (x)=x fonks iyonu i le  karş ı laşt ı ra l ım.

EĞRİ ALTINDA KALAN ALANEĞRİ ALTINDA KALAN ALAN

y=f(x)>0 sürekli fonksiyonunun grafiği 
aşağıdaki gibi olsun. Bu fonksiyonun altında
kalan alan x e bağlı A(x) fonksiyonuyla ifade
edilsin.

Şekl i  ince ley in iz

Burada x  den x+h a kadar  o lan  a lan 
A(x+h)−A(x)  o lacakt ı r.  D ikkat l i  inc len i rse  mor
bölgenin a lanı  iç in  aşağıdak i  eş i t l i l k  
yazı lab i l i r.

h •f (x )⩽A (x+h )−A (x )⩽[f (x+h)] •h

f (x )⩽A ( x+h )−A ( x )
h

⩽f (x+h) h→0  iç inse

A ' (x )=f (x ) eş i t l iğ i  e lde edi l i r.  Bu i fadenin  
in tegra l i  ise b i r  eğr i  ve  a l t ındaki  a lanın 
i l işk is in i  göstermektedi r.

İNTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMLERİ: İNTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMLERİ: 

İNTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMİ IİNTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMİ I

 f : [a,b]→R sürek l i  b i r  fonks iyon ve

F(x )=∫
a

x

f (t )dt  ise

F' (x )=d (F(x ))
dx

= d
dx (∫a

x

f (t )dt)=f (x )  yani  sürek l i  

her  fonks iyon başka b i r  fonks iyonun 
türev id i r.  Başka b i r  dey iş le  türev ve 
in tegra l  iş lemler i  b i rb i r ler in in  ters i  
iş lemlerd i r. (F (x )+c )ı=f (x )  o lduğunun da 
fark ına var ın ız

Örnek...10 :Örnek...10 :
Yandaki  graf ik te  tara l ı
bö lgenin  a lanını  veren F(x)
fonks iyonu
F(x)  =  2x 4 +5x 3  +1 o larak
tanımlanmışt ı r.  
İn tegra l in  I .
temel  teoreminden yarar lanarak  f (x)  
fonks iyonunu bulmak is tersek F ’ (x)= f (x)  
o lacağından f (x)=8x 3 +15x 2  o lur.

İNTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMİ IIİNTEGRAL HESABIN TEMEL TEOREMİ II

f : [a,b]→R sürek l i  b i r  fonks iyon ve

d
dx

(F(x ))=f (x ) i se ∫
a

b

f (x )dx=F(b )−F(a )olur.  

Yani   ∫
a

b

f (x )dx  i fades in i  hesaplamak iç in  

Riemann top lamı  i le  sonuca g i tmek 
yer ine ,  f (x)  fonks iyonunun i lke l i  o lan  
F(x)  g ib i  b i r  fonks iyonda  in tegra l in  
s ın ı r lar ın ı  yazar   o luşan fark ı  (F '  de üst  
s ın ı r  değer inden a l t  s ın ı r  değer in i  
ç ıkararak)  cevap o larak  hesaplar ız  ver i r.

Örnek...11 :Örnek...11 :
Yandaki  graf ik te  tara l ı
bö lgenin  a lanını  veren F(x)
fonks iyonu
F(x)  =  x 3 +2x +1 o larak
tanımlanmışt ı r.  

 Buna göre ∫
4

6

f (x )dx=F(6)−F(4 )=156 br2, o larak 

e lde  edi l i r.

h t tps : / / t r.w ik iped ia .org /w ik i /Bernhar d_R iemann   
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BELİRLİ İNTEGRALBELİRLİ İNTEGRAL

BELİRLİ İNTEGRAL KURALLARI BELİRLİ İNTEGRAL KURALLARI 

1. ∫
a

b

f (x )dx=−∫
b

a

f (x )dx

2. ∫
a

a

f (x )dx=0

3. ∫
a

b

k. f (x ) dx=k.∫
a

b

f (x )dx

4. ∫
a

b

( f (x )±g (x ))dx=∫
a

b

f (x )dx±∫
a

b

g(x )dx

5. ∫
a

b

f (x )dx=∫
a

c

f (x )dx+∫
c

b

f (x )dx, c<b

6. (b−a) .min( f (x) )<∫
a

b

f (x )dx=0<(b−a) .max

( f (x) )

7. f : [a,b]→R sürek l i  b i r  fonks iyon ve

d
dx

(F(x ))=f (x ) i se ∫
a

b

f (x )dx=F(b )−F (a )

olur.

Örnek...1 :Örnek...1 :   

 ∫
2

3

f (x )dx=4ve ∫
3

7

f (x )dx=9  ise  ∫
7

2

f (x )dx=?

Örnek...2 :Örnek...2 :     

Uygun koşul larda ∫
2

5

f (x )dx=4ve ∫
4

7

f (x )dx=9 ve

∫
2

7

f (x )=21   ise ∫
4

5

f (x )=?

  

Örnek...3 :Örnek...3 :   

∫
1

2

xdx=?

Örnek...4 :Örnek...4 :

∫
−1

0

(x3+5 x2−7x+4 )dx=?

Örnek...5 :Örnek...5 :   

∫
0

2

(3x2+ x
3)dx=?

UYARIUYARI

Değişken değiş t i rme yapı ld ığ ında yeni  
değişkene göre  s ını r lar  tekrar  
hesaplanı rsa esk i  değişkene dönülmeden
integra l  hesaplanabi l i r

Örnek...6 :Örnek...6 :   

∫
2

3

(x−2)2dx=?

Örnek...7 :Örnek...7 :   

∫
0

1

(x2+5x+1)2 (2x+5)dx=?
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Örnek...8 :Örnek...8 :   

∫
−2

2

x5+x3dx=?

Örnek...9 :Örnek...9 :   

∫
−3

3
x15

1+x4 dx=?

Örnek...10 :Örnek...10 :   

∫
0

1

x (x2+1)3dx=?

Örnek...11 :Örnek...11 :   
Graf iğ i  ver i len y=f (x)
fonks iyonunun graf iğ ine

göre ∫
3

5

( f (x )+x.f ' (x ))dx=?

Örnek...12 :Örnek...12 :   

∫
2

3

f (x )dx=5 ise  ∫
2

3

(7−f (x ))dx=?

Örnek...13 :Örnek...13 :   

∫
0

2

f (4x )dx=60  ise  ∫
0

8

(1−f (x ))dx=?

Örnek...14 :Örnek...14 :   

∫
1

256 6√x− 3√x
4√x

dx  in tegra l inde x=u 1 2  dönüşümü 

yaparak  tekrar  in tegra l i  yazınız  ( u>0)
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Örnek...15 :Örnek...15 :   
y=f(x)  fonk iyonu ree l  sayı larda türev l i  ve  x=2 
noktasındaki  teğet i  x  ekseniy le  poz i t i f  yönde
45o l ik  açı  yapıyorsa ve x=3 ekst remum 
nokta lar ından b i r in in  ap is is i  ise

∫
2

3
x.f ' '(x )−f ' (x )

x2 dx=?

Örnek...16 :Örnek...16 :   

y=f(x)  fonk iyonunun
graf iğ i  şek i ldek i  g ib id i r  

∫
3

5

f (x )+x.f ' (x )dx=?

Örnek...17 :Örnek...17 :   

∫
0

t

(x2−4x−5)dx  in tegra l in in  a lacağı  sonuç en 

küçük değer  kaçt ı r?

ÖZEL TANIMLI FONKSİYONLARIN İNTEGRALİÖZEL TANIMLI FONKSİYONLARIN İNTEGRALİ

İn tegrandında parça l ı  fonks iyon veya 
mut lak değer l i  fonks iyon  içeren 
in tegra l ler  in tegra l in  a l ındığı  s ın ı r lar  
içer is inde kr i t ik  nokta içer iyorsa  göre 
parça lanarak in tegra l ler i  a l ın ı r.

f : [a,b]→R fonks iyonu [a ,b]  ara l ığ ındaki  
bu lunan sonlu  sayıdak i  a 0 ,a 1 ,a 2 , . . . ,a n  
sayı lar ı  iç in  süreks iz  ise bu nokta lara  
göre in tegra l  parça lanı r.  

Yani  ∫
a

b

f (x )dx=∫
a

a 1

f (x )dx+∫
a 1

a 2

f (x )dx+...+ ∫
an−1

an=b

f (x )dx

Bu parça lamayı  genelde  parça l ı  
fonks iyonda veya mut lak  değer in  kr i t ik  
noktasında ih t iyaç duyarsak  yapar ız

Örnek...18 :Örnek...18 :   

 f (x )={(e)x
2

x⩾0
x x<0

i se ∫
−4

−2

f (x )dx

Örnek...19 :Örnek...19 :   

f (x )={x2 x<2
x3 2<x<3
x+1 x⩾3

 fonks iyonu iç in∫
0

5

f (x )dx

Örnek...20 :Örnek...20 :   

f (x )={2x+1 x⩾0
3x2 x<0

i se ∫
−1

3

f (x )dx
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İNTEGRALİNTEGRAL−4−4

BELİRLİ İNTEGRALBELİRLİ İNTEGRAL

Örnek...21 :Örnek...21 :   

f (x )={2x x⩾0
x+1 x<0

  ise ∫
−3

1

f (x+2)dx

Örnek...22 :Örnek...22 :

∫
0

4

|x+2|dx

Örnek...23 :Örnek...23 :   

∫
0

2

x3|x−1|dx

Örnek...24 :Örnek...24 :   

∫
−1

1

(2x−3 )|x|dx

Örnek...25 :Örnek...25 :

∫
0

1
x2−4
∣x−2∣

dx

Örnek...26 :Örnek...26 :   
Reel  sayı larda sürek l i  
o lan f  fonks iyonunun
türev in in  graf iğ i  ver i l iyor.  
f (3)− f (2)=?
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İNTEGRALİNTEGRAL−4−4

BELİRLİ İNTEGRALBELİRLİ İNTEGRAL

DEĞERLENDİRMEDEĞERLENDİRME

1) ∫
2

3

f (x )dx=10 ve ∫
2

3

g (x )dx=8 ise

(∫
2

3

(4.f (x )+3g (x ) )dx).(∫
2

3

(5. f (x )−4g(x ))dx)

2)  ∫
−1

15

f (x )dx=10,  ve ∫
−1

15

g (x )dx=8  ise 

(∫
−1

15

f (x )+g (x )dx).(∫
−1

15

f (x )−g(x )dx)

3)  ∫
2

3

f (x )dx=−3  ve ∫
3

7

f (x )dx=5 ise ∫
7

2

f (x )dx=?

4) ∫
1

2

f (x )dx=6 ve ∫
1

2

(5−3.f (x ) )dx=?

5)  ∫
1

2

(∑
n=0

2
xn

n!)dx=?

6) ∫
−3

−4
1

(x+5)4
dx=?

7) ∫
−2

2

(x15+sin9 x )dx=?

8) ∫
0

12

f(x
3)dx=36  ise ∫

0

2

(x+3−4.f (2x ) )dx=?
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İNTEGRALİNTEGRAL−4−4

BELİRLİ İNTEGRALBELİRLİ İNTEGRAL

9) ∫
1

4

f (√x ) dx

√x
=3  ise ∫

√2

2

5x.f (x2

2 )dx=?

10) ∫
1

64

( √x−x
3√x )dx   integralinde x=u6 dönüşümü 

yaparak tekrar integrali yazınız (u>0)

11) y=f(x) fonkiyonu reel sayılarda türevli ve x=1 
noktasındaki teğeti x eksenine paralel ve x=5 
deki teğeti y−3x+2=0 doğrusuna dikse =?

∫
1

5
f '' (x )

x
dx+∫

5

1
f ' (x )
x2 dx

12) y=f(x) fonkiyonu n grafiği

şekildeki gibidir

∫
3

5

f (x )+x.f ' (x )dx integralinin

değerini bulunuz

13) f (x )={1+x x<1
x 1⩽x⩽3
x−1 x>3

 fonksiyonu için∫
0

4

f (x )dx

14) f (x )={1+2x x⩾4
3x x<4

 fonksiyonu için∫
−1

3

f (x+3)dx

15) ∫
1

4

∣x−2∣dx

16) ∫
−1

3

x.∣x−2∣dx
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İNTEGRALİNTEGRAL−5−5

ALAN HESABIALAN HESABI

İNTEGRAL İLE ALAN HESABIİNTEGRAL İLE ALAN HESABI

Şeki lde  y=f (x)  eğr is iy le  x  ekseni  a l t ında 
ka lan  a lanı  bu lmak iç in  eğr in in  a l t ında  
ka lan  bölgey i  d ikdör tgenlere  ayı r ı r  ve bu 
a lan lar ı  top layarak b i r  Riemann top lamı  
e lde  eder iz .  
E lde edi len  Riemann top lamına in tegra l  
hesabın  temel  teoremin i  uygulayarak  
aşağıdak i  sonuçlar ı  ç ıkar ı r ı r ız

ALAN HESABIALAN HESABI

f : [a,b]→ℝsürek l i  f  fonks iyonu i le  x=a,  x=b 
ve Ox ekseni  arasında ka lan bölgenin  

a lanı∫
a

b

||f (x )||dx  i le  hesaplanı r.

Tara l ı  a lan  ∫
a

b

f (x )dx     

UYARI 1UYARI 1

Not  f (x)<0 ise

Tara l ı  a lan −∫
a

b

∣f (x )∣dx

UYARI 2UYARI 2

[a ,b ]  ara l ığ ında f (x)  işaret  değiş t i r iyorsa,  
fonks iyon parça lara  ayr ı l ı r

Tara l ı  top lam a lan =  A 1 +A 2

=∫
a

b

|f (x )|dx=−∫
a

c

f (x )dx+∫
c

b

f (x )dx

   UYARI 3   UYARI 3

Şeki ldek i
tara l ı
bö lge ler in
a lan lar ı
ver i lmiş t i r

Soru 1  ∫
a

b

f (x )dx =?

İstenen a lan lar ın  işaret l i  (cebi re l )  top lamı
o lup  cevap −9+3=−6 o lur

Soru 2   [a ,b ]  ara l ığ ında Ox ekseni  ve 
y=f (x)  eğr is iy le  s ın ı r l ı  a lan kaç br 2  d i r?

İs tenen top lam a lan lar  o lup in tegra l le  

i fades i  ∫
a

b

|f (x )|dxve eş i t i  9+3=12 o lur

Alan soru lar ın ı  çözmek iç in  uygun şek l i  
ç izer iz ,  gerek i rse in tegra l ler i  parça lar  ve 
uygun ara l ık larda  in tegra l ler i  hesaplar ız  

Örnek...1 :Örnek...1 :
y=x+3 doğrusu x=−1,  x=2 doğru lar ı  ve x  
ekseni  arasında ka lan a lan kaç  br 2  d i r?
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İNTEGRALİNTEGRAL−5−5

ALAN HESABIALAN HESABI

Örnek...2 :Örnek...2 :
y = x 2  parabolü,  y  =0 ve  x  =2 doğru lar ın ın  
s ın ı r ladığı  kapal ı  bö lgenin  a lanı  kaç br 2  ?

Örnek...3 :Örnek...3 :
y=3−x2

3
 eğr is i  i le  ox ekseni  arasında ka lan  

kapal ı  bö lgenin  a lanı  kaç br 2  d i r?

Örnek...4 :Örnek...4 :
Şeki ldek i  y= f (x)
parabolü ve x  ekseni
arasında ka lan tara l ı
a lan kaç b i r im karedi r?

Örnek...5 :Örnek...5 :
 Şek i ldek i  tepe noktası  A
olan y=f (x)  parabolü i le
x  ekseni  arasında ka lan
alan kaç b i r im karedi r?

Örnek...6 :Örnek...6 :
Graf iğ i  ver i len
y=f(x)  fonks iyonu

iç in  ∫
0

2

x.f (x2+3)dx=?

Örnek...7 :Örnek...7 :
y =  9x −  x 2  eğr is i  x  =  − 1 ve x=1 doğru lar ı  ve 
ox ekseni  arasında ka lan bölgenin  a lanı  kaç 
br 2  d i r.

Örnek...8 :Örnek...8 :
Teorem :  ∫ 1

x
dx=ln|x|+c

y=x² ,  y= 8
x

 ve x=5 doğrusu ve x  ekseni  

arasında ka lan a lanı  hesaplayınız
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İNTEGRALİNTEGRAL−5−5

ALAN HESABIALAN HESABI

DEĞERLENDİRME 1DEĞERLENDİRME 1

1) y=x+1 doğrusu x=0, x=3 doğruları ve x ekseni 
arasında kalan alan kaç br2 dir?

2) Şekildeki y=f(x) parabolü ve x ekseni
arasında kalan alan kaç
birim karedir?

3) Şekildeki tepe noktası 
T(r,6) olan y=f(x)
parabolü ile  x=2 ve x=4
ve x ekseni arasında
kalan alan kaç birim
karedir?

4) y = 4 − x2 eğrisi x = 1 ve x=3 doğruları ve Ox 
ekseni arasında kalan bölgenin alanı kaç br2 
dir

5) Grafiği
verilen y=f(x)
fonksiyonu için

∫
0

7

f (x )dx

6) y=x²−2x parabolü  x=1 ve x=5 doğruları ve x 
ekseni arasında kalan alanı hesaplayınız.
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İNTEGRALİNTEGRAL−5−5

ALAN HESABIALAN HESABI

İKİ EĞRİ ARASINDA KALAN ALANİKİ EĞRİ ARASINDA KALAN ALAN

İk i  eğr i  arası  a lan bulunurken graf ik ler  
arasındaki  a lan y ine d ikdör tgenlere  
bölünerek  a lan Riemann top lamına 
dönüştürü lür.  

Genel  o larak eğr i ler  arasındaki  a lanı  
bu lmak iç in  graf ik ler  ç iz i ld ik ten sonra  Oy
eksenine  para le l  KL şer id i  ç iz i l i r.  Bu 
şer id i  kendis ine  para le l  o larak kaydı rarak
bölgey i  taradığımızda üst  ve hep y  = f (x)  
eğr is i  üzer inde  a l t  ucu da hep g(x)  eğr is i  
üzer inde  değişmesi  gerek i r.  Şek l i  
ince ley in iz

Bu durumda a lan  A= ∫
a

b

( f (x )−g (x ))dx   o lur.

Aks i  takd i rde  in tegra l i  parça lamak gerek i r

Tara l ı  a lan lar  top lamı

∫
a

b

|f (x )−g(x )|dx=∫
a

c

(g (x )−f (x ))dx+∫
c

b

( f (x )−g (x ))dx

Örnek...9 :Örnek...9 :
y =  x 2  eğr is i  i le  y  =  x  + 12 doğrusu  arasında 
ka lan  kapal ı  bö lgenin a lanı  kaç br 2  d i r?

Örnek...10 :Örnek...10 :
y =  x 2  −14  ve y  = 4− x 2  parabol ler i  arasında 
ka lan  kapal ı  bö lgenin a lanı  kaç br 2  d i r

Örnek...11 :Örnek...11 :
y=x 2  ve y=x 4  eğr i ler i  arasında ka lan a lanı  
bu lunuz.
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İNTEGRALİNTEGRAL−5−5

ALAN HESABIALAN HESABI

Örnek...12 :Örnek...12 :
y=x 3   ve bu  eğr iye x=1 de  ç iz i len teğet i  
arasında ka lan bölgenin  a lanını  

Örnek...13 :Örnek...13 :
 y=   √x  ve y=x−2 doğrusu  ve x  ekseni  
arasında ka lan a lanı  bu lunuz.

DEĞERLENDİRME  DEĞERLENDİRME  

1) y=x2 vey=2x+8 doğrusu arasında kalan alanı 
bulunuz.

 

2) y=x2  ve y=4x−x2  arasında kalan alanı 
bulunuz.

3) y=x3 vey=x4   arasında kalan alanı bulunuz.

4) f(x)=x2 ve g(x)=(x−2)2 ile x ekseni arasında 
sınırlı bölgenin alanı kaç br2 dir.

5) y=−x²+x+6 ile y=x+2 doğrusu arasında kalan 
alanı bulunuz.

6) y=x3 fonksiyonu x=1 noktasındaki  normali ve 
x=0 doğrusu ile  sınırlandırılmış bölgenin alanı
kaç birim karedir?
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İNTEGRALİNTEGRAL−5−5

ALAN HESABIALAN HESABI

7) √ x+√ y=1 bağıntısıyla birinci
bölgede sınırlı bölgenin alanı
kaç birim karedir?

8) Şekilde y=f(x)
fonksiyonunun türevinin
grafiği verilmiştir. f(0)=3
ise f(3) kaçtır?

9) f (x )=√x−2, g (x )=x2+2  fonksiyonları ve x=18 
ile y=18 doğruları ve eksenler arasında kalan 
bölgenin alanı kaç birim karedir?

10) Şekilde y=f(x)
fonksiyonunun   grafiği
verilmiştir. Buna göre

∫
−2

7

∣f '(x )∣dx  kaçtır?

11) ∫
0

a

(2x2−6x )dx integralinin alacağı sayısal sonuç

en az kaçtır?
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ANALİTİK GEOMETRİANALİTİK GEOMETRİ  

ÇEMBERİN  ANALİTİĞİÇEMBERİN  ANALİTİĞİ

TANIMTANIM

Bir noktadan eşit uzaklıktaki noktaların geometrik 
yeri  düzlemde  çember  belirtir.

ÇEMBERİN STANDART VE VEKTÖREL ÇEMBERİN STANDART VE VEKTÖREL 
DENKLEMİDENKLEMİ

M(a,b)   ve  P(x,y)
nokta lar ı  arasındaki
uzak l ık  ku l lanarak
çember in  s tandart 
 denklemi  
 (x – a)2 + (y – b)2 = r2 
olarak elde edilir.

∣∣⃗MP∣∣=r  ise M merkez l i  ve r  yar ıçapl ı  
çember in  vektöre l  denklemid i r.

Örnek...1 :Örnek...1 :
M(3,5)  ve  yar ıçapı  4  b i r im o lan çember in  
s tandar t  denklemin i  yazınız .

Örnek...2 :Örnek...2 :
(x + 3)2 + (y – 1)2 = 20  çemberinin merkez ve yarıçapını 
bulunuz.

MERKEZİL ÇEMBER :MERKEZİL ÇEMBER :

Merkezi orijinde olan çemberlere denir. Yani  M(0,0)
ve yarıçapı r ise çemberin denklemi   x2 + y2 = r2  
biçimindedir.

Örnek...3 :Örnek...3 :
(2x – 1)2 + (2y + 3)2 = 40 çemberinin merkez ve 
yarıçapını bulunuz.

EKSENLERE TEĞET ÇEMBERLER :EKSENLERE TEĞET ÇEMBERLER :

x eksenine  teğet
çember ler  :

IbI = r dir.

Örnek...4 :Örnek...4 :
M( 4,–6)  merkez l i  ve x  eksenine  teğet  
çember in  denklemin i  yazınız

Y EKSENİNE TEĞET ÇEMBERLER :Y EKSENİNE TEĞET ÇEMBERLER :

y eksenine  teğet
çember ler  :

IaI = r dir.

Örnek...5 :Örnek...5 :
M( 4,–6)  merkez l i  ve y  eksenine  teğet  
çember in  denklemin i  yazınız?

UYARIUYARI

Bir  çember  her  ik i  eksene teğet  ise 
merkez i  1 .  veya 2.  açıor tay doğrusu 
üzer indedi r.  (Bu önermenin karşı t ı  doğru  
deği ld i r. )
Her  ik i  eksene teğet  çemberde M(a,b)  
merkez ise   Ib I=  Ia I  =  r  d i r.  

Örnek...6 :Örnek...6 :
(x + 5)2 + (y – p)2 = r  çemberi her iki eksene de teğetse 
p.r en az kaçtır?
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ANALİTİK GEOMETRİANALİTİK GEOMETRİ  

ÇEMBERİN  ANALİTİĞİÇEMBERİN  ANALİTİĞİ

Örnek...7 :Örnek...7 :
Merkezi   3y+x=4  doğrusu  üzer inde bulunan ve
her  ik i  eksene teğet  o lan çember ler in  
merkez ler in i  ve yar ıçaplar ın ı  bu lunuz? Bu 
çember ler  arasındaki  en k ısa uzak l ık  kaç 
b i r imdi r?

Örnek...8 :Örnek...8 :
A(–2,3)  noktasından geçen ve  ik i  eksene de 
teğet  o lan çember in  yar ıçapı  kaç o lab i l i r?

 

Örnek...9 :Örnek...9 :
3x–4y=0 i le  4y–3x+15=0 doğru lar ına  teğet  
çember in   ve merkez i  y=3  doğrusu üzer inde 
o lan  çember in  denklemi  nedi r?

ÇEMBERİN GENEL DENKLEMİ ÇEMBERİN GENEL DENKLEMİ 

M(a,  b)   merkez l i  ve r  yar ıçapl ı  çember in  
denklemi    (x – a)2 + (y – b)2 = r2   idi.
Bu denklemi açıp düzenlersek
x2 + y2 – 2.a.x –2.b.y + a2 + b2 – r2 = 0  olur.
– 2.a=A       –2.b=B  ve   a2 + b2 – r2 =C diyelim.
x2 + y2 + A.x + B.y + C = 0
 Buradan şu eşitlikleri elde ederiz :

M(a ,b)=M(−A
2

,
−B
2 )

r=1
2

√A2+B2−4.C       Δ = A2+B2–4.C   (Delta)

Uyarı: Çember denkleminde yukarıdaki bağıntıların 
kullanılabilmesi için
1. x2 ve y2 li terimlerin katsayısı 1 olmalı
2. denklemde x.y li terim bulunmamalı
3.  Δ = A2+B2–4C > 0 olmalıdır.

Δ = A2+B2–4C > 0  ise bir çember belirtir.
Δ = A2+B2–4C = 0 ise bir nokta belirtir.
Δ = A2+B2–4C < 0 ise çember belirtmez. 
Bunu sanal çember belirtir şeklinde de söyleriz. 

 

Örnek...10 :Örnek...10 :
x2 + y2 – 6x + 2y – 5 = 0 çemberinin merkezini ve 
yarıçapını bulunuz.

Örnek...11 :Örnek...11 :
3x2 + 3y2 + 12x – 8y – 5 = 0  çemberinin merkezini 
bulunuz.
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Örnek...12 :Örnek...12 :
(2m–1)x 2  +(m+1)y 2  –(n–6)x.y+6nx–n–9=0 
denklemi  b i r  çember be l i r t iyor  ise  bu 
çember in  merkez in i  ve yar ıçapını  bu lunuz.

Örnek...13 :Örnek...13 :
(m–2)x 2 +(4–m)y 2 +(n–5)xy+2mx–ny–mn = 0 
denklemi  b i r  çember be l i r t t iğ ine göre  
merkez in i  ve yar ıçapını  bu lunuz.

Örnek...14 :Örnek...14 :
x2 + y2 – 8x + 9y – 20 = 0 çemberinin x–ekseninden 
ayırdığı kirişin uzunluğu kaç birimdir?

Örnek...15 :Örnek...15 :
Şeki lde  ver i len çember in
denklemin i  yazınız .

Örnek...16 :Örnek...16 :
Şeki lde ver i len y–eksenine
teğet  çember in  denklemin i
yazınız .

Örnek...17 :Örnek...17 :
A(0,5)  B(-12,0)  ve K(0,0)  nokta lar ından 
geçen çember in  denklemi  nedi r?

ÇEMBER İLE DOĞRUNUN DURUMLARI :ÇEMBER İLE DOĞRUNUN DURUMLARI :

Çember  ve doğrunun kes iş ip  
kes işmediğ ine  karar  ver i l i rken merkez in 
doğruya  uzakl ığ ı  i le  yar ıçap 
karşı laşt ı r ı l ı r :
Durum 1)  |MH|>r  doğru çember i  kesmez
Durum 2)  |MH|=r  doğru  çember teğet t i r
Durum 3)  ∣MH∣<r  doğru çember ik i  
noktada kes iş i r.

NOTNOT

Çember  ve doğrunun kes im nokta lar ın ı  
bu lmak iç in  or tak çözüm yapar ız .
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Örnek...18 :Örnek...18 :
Analitik düzlemde (x+3)2+y2=5 çemberi ile y–2x=p 
doğrusu teğet ise p nin alabileceği değerler toplamı 
kaçtır?

Örnek...19 :Örnek...19 :
Analitik düzlemde x2+y2=r2 çemberi ile 3x–4y=10 
doğrusu teğet ise r kaçtır?

Örnek...20 :Örnek...20 :
(x – 3)2 + (y + 1)2 = 16  çemberi ile 4x–3y+k=0 
doğrusunun iki noktada kesişmesi için k ne olmalıdır?

Örnek...21 :Örnek...21 :
(x+1)2+(y–1)2=18  çemberi ile  y=x–m  doğrusunun 
kesişmemesi için m ne olmalıdır?

Örnek...22 :Örnek...22 :
 x2–2x+y2–6y–8=0  çemberinin x ekseninde ayırdığı 
kirişin uzunluğu kaç birimdir?

Örnek...23 :Örnek...23 :
x2–2x+y2–4y–11=0 çemberinin y=x+1 doğrusuyla kesim 
noktaları A ve B olsun. |AB| kaç birimdir? 

Örnek...24 :Örnek...24 :
Analitik düzlemde x2 + y2 = 6 merkezil çemberi ile 
y  = 3x –  1 doğrusunun kes im nokta lar ın ın  
aps is ler i  top lamı  kaçt ı r?
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İKİ ÇEMBERİN DURUMLARI İKİ ÇEMBERİN DURUMLARI 

İk i  çember in  kes iş ip  kes işmediğ ine  karar  
ver i l i rken merkez ler  arası  doğru  i le  
yar ıçap top lamı  veya fark ı  karş ı laşt ı r ı l ı r.
 

durum 1 ∣MP∣=rm+rp  çember ler  d ış tan teğet

durum 2 ∣MP∣=∣rm−rp∣  çember ler  iç ten teğet

durum 3 ∣rm−rp∣<∣MP∣<rm+rp    çember ler   ik i  

noktada kes iş i r

durum 3 ∣MP∣<∣rm−rp∣ veya ∣MP∣>rm+rp    

çember ler    kes işmezler

Dik  kes işen çember ler  

Kesim nokta lar ındaki  teğet ler i  d ik  o lan 
çember lere d ik  kes iş iyor lar  deni r.

Yukar ıdak i   şek i lde merkez ler  m (̂MTP)=90o

i se çember ler  d ik  kes işmişt i r.

Örnek...25 :Örnek...25 :
(x + 5)2 + (y – 3)2 = 225  ve 
(x – 7)2 + (y – k)2 = 4 
çemberleri içten teğet ise k kaç olabilir?

Örnek...26 :Örnek...26 :
(x – 3)2 + (y + 1)2 = 16  ve 
(x + 1)2 + (y – k)2 = 49 
çemberleri dıştan teğet ise k değerleri çarpımı kaç 
olabilir?

Örnek...27 :Örnek...27 :
(x – 3)2 + y2 = 16  ve 
(x + 1)2 + (y – m)2 = 9 
çemberleri dik kesiştiğine göre m değerleri toplamı kaç 
olabilir?

ÇEMBER İLE NOKTANIN DURUMLARI ÇEMBER İLE NOKTANIN DURUMLARI 

O(a,b)  merkez l i  ve r  yar ıçapl ı  
(x – a)2 + (y – b)2 = r2  çemberi i le  çember  i le  
aynı  düz lemde bulunan P(x0, y0)  noktası için 
|OP|2–r2  değerine P noktasının bu çembere göre 
kuvveti denir.

|OP|2–r2= (x0 – a)2 + (y0 – b)2 – r2  olacağından bu 
hesaplama çember denklemi F(x,y)=0 biçimine 
getirildikten sonra P noktasının koordinatları F(x,y) 
kısmında yazılarak hesaplanmalıdır.

Durum 1 F(x0, y0)=0  P noktası  çember in  

üzer indedi r

Durum 2 F(x0, y0)>0  P noktası  çember in  

dış ındadır

Durum 3 F(x0, y0)<0  P noktası  çember in  

iç indedi r

Not  1:  F(x0, y0)>0  ise bu  hesaplama 

sonucu bulunan poz i t i f  sayı  çembere  P 
noktasından ç iz i len teğet  uzunluğunun 
kares id i r.  
Not  2:  Negat i f  kuvvet in  mut lak değer i  ise 
bu noktada i le   ik i  parçaya ayr ı lan  k i r iş  
parça lar ın ın  sabi t  o lan çarpım değer id i r.
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Örnek...28 :Örnek...28 :
P(6, 4) noktasından x2 + y2 – 4x – 5y +20 = 0 çemberine 
göre kuvvetini bulup kuvveti yorumlayınız.

Örnek...29 :Örnek...29 :
P(2, –3) noktasından x2 + y2 – 3x – 5y + k = 0 çemberine
çizilen teğetin değme noktası T ve IPTI = 7 ise k =?

Örnek...30 :Örnek...30 :
A(–1, 2) noktasından geçen bir doğru 
(x + 4)2 + (y – 5)2 = 12  çemberini K ve L noktalarında 
kesiyor. IAKI.IALI çarpımı kaçtır?

Örnek...31 :Örnek...31 :   
(x – 5)2 + (y + 2)2 = 41 çemberinin A(1,2) noktasından 
geçen en kısa kirişinin uzunluğu kaç birimdir?

TEĞET VE NORMAL DENKLEMLERİ :TEĞET VE NORMAL DENKLEMLERİ :

x 2 +y 2 =r 2   çember ine
üzer indeki   T(x 0 ,  y 0 )
noktasından ç iz i len
teğet in  denklemi
x.x 0  +  y.y 0  =r 2   d i r.

(x – a)2 + (y – b)2 = r2  çemberine üzerindeki 
T(x0, y0)  noktasından çizilen teğetin denklemi
(x0 – a).(x – a) + (y0 – b).(y – b) = r2  dir.
Bu bağıntıları kullanmak yerine iki noktası bilinen 
doğru denklemi, diklik koşulu ve standart doğru 
denklemi kullanarak teğet ve normal denklemlerini 
bulabiliriz

Örnek...32 :Örnek...32 :
(x + 3)2 + y2 = 34  çemberine A(2,–3) noktasından çizilen
teğetin denklemi  nedir?

Örnek...33 :Örnek...33 :
x 2 + y2 + 4x – 2y  = 4   çemberinin  A(1,1) noktasından 
çizilen teğetinin ve normalinin  denklemi nedir?
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Örnek...34 :Örnek...34 :
(x – 3)2 + (y + 4)2 = 25  çemberinin A(–2,–4) noktasından
geçen teğetinin denklemini bulunuz?

DEDEĞĞERLENDERLENDİRME İRME 
1) (3x – 8)2 + (3y + 1)2 = 36 çemberinin merkez ve 

yarıçapını bulunuz.
 

2) (x – 2)2 + (y + 3)2 = 36  çemberi üzerindeki bir 
noktanın  A(–4,5) noktasına uzaklığı en az kaç 
birimdir?

3) A(2, –1) noktası  x2 + y2 – 3x + 4y + 1 = 0  
çemberinin neresindedir?

4) B(–2, 1) noktası  x2 + y2 – (m+1).x + 4y + 1 = 0  
çemberinin dışında olduğuna göre m’ nin alacağı 
en küçük tam sayı değeri kaçtır?

 

5) A(3, 12) noktasına uzaklığı B(–5, 1) noktasına
uzaklığının yarısı olan noktaların geometrik 
yerini bulunuz.
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6) A(4, 2) noktasının 2x – m.y + 3y + 8 = 0 
doğrularına göre simetrilerinin geometrik yerini 
bulunuz.

7) Verilen bir A noktasının verilen bir S 
noktasından geçen doğrulara göre simetrikleri
ne belirtir?

8) (x – 4)2 + (y + 5)2 = 40  çemberi içindeki P(2, –2) 
noktasından geçen kirişlerin orta noktalarının 
geometrik yer denklemini yazınız.

9)  Standart çember denklemini kullanarak 
aşağıdaki bağıntıları elde ederiz

Yukarıda verilenlere göre aşağıdaki integralleri 
hesaplayınız.

a)  ∫
0

4

√16−x2 dx 

b)  ∫
0

√2
2

(√1−x2−x )dx
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